Matematyka A, kolokwium, 30 listopada 2010, Rozwiazania
1. (10 pt.) Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji:

a. (3 pt.) tg(In(2z)), b. (4 pt.) {2 c. (3 pt). y= (2 +sinz)"/=.
Rozwigzanie

a. Korzystamy z wzoru na pochodna zlozenia: (tg (ln(2x)))/ = m . % 22 =
b <3 x+4 >/: (( ot )1/3)/: l( ot )—2/3' z2—m+4—(z+4)(2m—1) _
: x2—x+4 z2—x+4 3\ z2—z+4 (z2—2+4)2

2_p44\2 _—22_81x48 2 _ _
=3/ (555) G = sprrs s = 507 —8r +8) (@ + )@ —r 147 —
zapisatem wynik w kilku postaciach, bo czesto wygodnie jest zapisa¢ go w pewnej postaci, aby cos z

z cos?(In(2z)) *

nim dalej robié¢. To oczywiscie konieczne nie bytlo.

/ . / .
c.y = ((Q—i-sin :U)l/w) = (e(l/w) 1“(2“1“”3)) = ¢(1/2) In(2+sinz) <;—21 In(2+sinx) + % . 2+Slinm - COoS x) =

— (2 + Sin$)1/x(—ln(2z—&2—sinm) + I(zc_izifw)) _ (2 + sinx)(%*l) . zcosr—111:12(2+sin:r) )

2. (4 pt.) Niech f(z) =+/(z+a)2+22—-9— /(x —a)? + 22 — 9. Znale¢ taka liczbe a > 0,
ze dla kazdego = > 3 zachodzi réwnosé¢ f'(z) =0.
(2 pt.) Niech P bedzie punktem lezacym na wykresie funkcji y = va2 — 9, ktérego pierwsza
wspotrzedng jest liczba 5. Znalezé réwnanie prostej 7p stycznej do wykresu funkeji
Yy = \/m w punkcie P.
(4 pt.) Niech F, = (3v/2,0), F;, = (=3v/2,0). Dowies¢, ze dwusieczna kata F,PF, jest
prosta 7p.

Rozwigzanie

Obliczamy pochodna pamietajac o tym, ze a jest stala, a * — zmienna.:

(\/($+a)2+1’2*9*\/(SE*CI,)2+I279)/:

=2((z+a)?+2% - 9)71/2(21“ +2a+2z) — 5 ((z — a)? + 2% — 9)71/2(23: —2a + 2x)

= ((z+a)? + 2% - 9)71/2(233 +a)— ((z —a)* +2? — 9)71/2(2:5 —a).

Jesli to wyrazenie jest réwne 0, dla pewnego x, to (przenosimy jedno wyrazenie na druga strone,
mnozymy przez mianowniki i podnosimy do kwadratu obie strony otrzymanej réwnosci):

(z —a)*+ 22— 9)(2x 4+ a)? = ((z + a)* + 22 — 9)(2z — a)?, stad

(x —a)?2(2z +a)? + (22— 9) (22 + a)? = (z + a)?(2x — a)? + (2% — 9) (22 — a)? , wiec

((z — a)(2z + a))2 —((z+a)(2z — a))2 = (2 - 9)((22 — a)? — (22 + a)?) , zatem

(222 — az — a2)2 — (222 + az — a2)2 = (2% — 9)(—2a)(4) i w koticu, po nastepnym zapisaniu réznicy
kwadratéw w postaci iloczynu, otrzymujemy (—2axz)(42? — 2a?) = (2% — 9)(—2a)(4z). Poniewaz
ax # 0, wiec 222 — a? =222 — 18, tzn. a = V18 = 3v/2.

Mamy \/(x+a)2—|—m2—9:\/(x+3ﬂ)2+x2—9:\/2$2+6\/§+ =/ (2V2+3)2 =2v2+3,
bo xv2+ 3 > 0. Analogicznie /(z —a)?2 + 22 — 9 = \/(:c—3\/§)2+x2—9: V222 —6v2+9 =

=y/(zv2 —3)2 = 2v/2—-3,bo 2v/2—-3 > 0. Stad wynika, ze dla a = 3v/2 i z > 3 zachodzi réwnosé

VE+a)2+22-9—/(z—a)?+22-9=2v2+3— (zv2—3) = 6. Pochodna funkcji stalej jest

rowna 0.



Jesli =5, to y =25 -9 =4, zatem P = (5,4). Mamy y' = 5 (2% — 9)~1/2. 24 = ﬁ. Wobec
tego wspotezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji a2 — 9 w punkcie P jest réwny g , wiec

réwnanie stycznej do wykresu w punkcie P to: y = %(x —5)+4.

Wektor v = [4,5] jest styczny do tego wykresu — ma taki sam wspélezynnik kierunkowy, jak styczna
w tym punkcie. Mamy tez [Fy, P] = [5+ 3v/2,4] oraz [F,, P] = [5 — 3v/2,4]. Dlugoéci tych trzech

wektorow sa réwne kolejno:

V42 + 52 = /41, \/(5+3\/§)2+42 =59+ 30v2, \/(5—3\/5)2+42 = /59 — 30V2.

Dla wykazania réwnosci katéw wystarczy wykazaé, ze ich kosinusy sa réwne (kat miedzy wektorami

nie jest wiekszy od 7 radianéw). Wykazemy, ze

v - [Fy, P] v - [F}, P]

VI Fe PIE vl S P
czyli (v-[Fy, P))-||[F,, P)|| = (v-[Fy, P])-||[Fe, P]|| . Mamy v-[Fy, P] = 4-(54+3v/2)+5-4 = 40+12/2
oraz v-[F.,Pl=4-(5—3v2)+5-4=40—12y/2 > 0. Mozemy napisacé:
(40 + 12v/2)v/59 — 30v/2 = (40 — 121/2)1/59 + 30v/2 <=
= (10 + 3v/2)v/59 — 30v/2 = (10 — 3v/2)v/59 + 30v2 «—=
< (10 4 3v/2)%(59 — 30v/2) = (10 — 3v/2)?(59 + 30V/2) <=
<= (118 + 60v/2)(59 — 30v/2) = (118 — 601/2)(59 + 30V/2) «—
<= (59 + 30v/2)(59 — 30v/2) = (59 — 30v/2)(59 + 30v/2).

Ostatnia rownos¢ jest prawdziwa, wiec wszystkie poprzednie réwniez.

3. (4 pt.) Niech f(z) = 23 — 2 dla = € [-1,2] (poza przedzialem [—1,2] funkcja nie jest
zdefiniowana). Niech A = (-1, f(-1)), B = (2,f(2)), X = (z, f(z)). Wyrazi¢
pole tréojkata AX B wzorem, w zaleznodci od z.

(6 pt.) Dla jakiego x € [—1,2] pole tréjkata AX B jest najwieksze?

Rozwigzanie

Mamy f(—1) = 0, f(2) = 6, zatem [A,X] = [z + 1,2% — 2], [B,X] = [z — 2,2% — 2 — 6].

Pole réwnolegloboku rozpietego przez wektory [A, X] i [B, X]| to warto$¢ bezwzgledna wyznacznika:

3

z+1 xr—x | 3 ey (3 _9) — (e — 3_ ) — =
v—9 B 26 =(x+1)(z°—2—-6)—(z° —x)(x 2)-(:13—1—1 (z 2))(33 x)—6(x+1)=
=3(2® -1 —22—-2)=3(2% - 32— 2) =3(z+ 1)(2? —z — 2) = 3(z + 1)?(x — 2) . Wynika stad, ze dla
z € [~1,2] pole tréjkata AXB jest réwne 3(x + 1)?(2 — 2) — polowa pola réwnolegloboku. Dla

spoza przedziatu [—1,2] pole réwne jest 3(z + 1)%(—2+x).

Rozwazamy funkcje 3(z + 1)%(2 — x) na przedziale [—1,2]. Ma ona najwicksza warto$¢ w pewnym
punkcie (twierdzenie Weierstrassa). Poniewaz w punktach wewnetrznych jest dodatnia, a w konicach

przedziatu jest réwna 0, wiec najwieksza warto$é¢ przyjmuje w pewnym punkcie wewnetrznym. Jej

pochodna w tym punkcie musi by¢ réwna 0. Mamy (3 (z+ 1)2(2—36))/ =3(z+1)(2-2)—3(z+1)* =
=3(z+1)(4—2z—2-1) = 3(2+1)(3—3z) = J(z+1)(1—z), zatem jedynym punktem wewnetrznym
przedziatu [—1,2], w ktérym pochodna zeruje sie, jest 1. Najwieksza wartosé jest w nim przyjmowana
i jest rowna %‘22 = 6 (o te liczbe w zadaniu nie pytano). Dodajmy jeszcze, ze wspélczynnik kierunkowy
stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (1,0) jest réwny 2, wiec ta styczna jest réwnolegta do
wektora [A, B] = [3,6].




4. (3 pt.) Podaé definicje pochodnej funkcji f w punkcie p.
(7 pt.) Obliczy¢ f(1) oraz pochodna f’(1), jesli
f(x) =Inzx-sin (%) (1 +1Inx)3 - tgh T - logyg (190 + 2+t 4 (230 + 8)3) .
Rozwigzanie

Pochodng, funkcji f w punkcie p nazywamy granice l1m M

In(1+h) __ lim In(1+h)—Inl _ 1 _ 1
h h :

1) = In1=0.Poniewaz (Inz) = 1 i
f(1)=0,bo In 0. Poniewaz (Inz)’ = _, wicc im ot = lim Lim i

Obliczamy (1) = lim f(x) f(l) = lim J;(wl) = lim 3* lnz - lim sin (Z2) - lim (1+Inz)3 - lim tgll ZZ .

lim log10(190+(2+x11)4+(a}30+8)3> =1-sinZ-(1+0)% tg' T -logyo (190+ (2+1)* 4+ (1+8)3) =
xr—

= log(190 + 81 + 729) = log,, 1000 = 3.

5. (3 pt.) Sformulowaé twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej.
(3 pt.) Wykazaé, ze jesli y >z > 1000, to 0 < Iny —

(4 pt.) Wykazaé, ze jesli y > xz > 1000, to
1999(y — x) < 5 (1+y*)%2 = L (1 +2%)*/% < 2000(y — z).

1000

Rozwigzanie
Twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej

Jedli funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu domknietego [a, b] i ma pochodna we wszyst-

S)=f(a)

kich punktach przedziatu otwartego (a,b), to istnieje taki punkt c € (a,b), ze f'(c) = =%
Niech f(z) =Inz. Mamy f'(z) = (Inz) = l . Jedli y > x > 1000, to istnieje taka liczba ¢ € (x,y),
ze f(y)— flx)=f(c)y—z) =Ly — ) < 455, bo ¢ > 1000.

Niech ¢(z) = 1(1+22)3/% = 271 (1+2?)%%. Mamy ¢'(z) = —z2(1+22)3/2 4271 3 (1+2?)1/2.20 =

= L (142232 43(1+a2)Y2 = (14 22)V2(3 - 122) = (1 4+ 22)1/2(2 - L) . Jedli = > 1000, to
¢'(z) = (1+22)/2(2— %) > (1000001)*/2-1,999 999 > (1000000)*/2-1,999999 = 1999,999 > 1999.
Wobec tego, jesli y > x > 1000, to dla pewnego c¢ € (z,y) zachodzi wzdr
e(y) — (@) =¢'(c)(y — 2) > 1,999(y — ),

bo oczywiscie ¢ > 1000 .

Prawa nier6wno$¢ jest na ogét nieprawdziwa. Jesli np. y > x > 10000, i ¢ € (z,y), to ¢ > 10000,
wiec ¢'(c) = (1+A)V2(2— %) > (1+*)Y2 > ¢> 10000, wieec ¢(y) — ¢(z) > 10000(y — z) , przy
czym w rzeczywistosci ta réznica jest jeszcze wieksza (skorzystaliSmy z tego, ze liczba 2 — C% jest

wieksza od 1, a ona jest prawie réwna 2).

Ciekawostki (ktéz wie, co sie moze przydac): (sin(SxQ))/ =6z cos(3z%), nz=Inx —In1l,

(ln(cosx))/ =—tgx.




