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Rozwia↪zania kolejnych zadań należy pisać na różnych kartkach, bo sprawdzać je be↪da↪ różne osoby.

Każda kartka musi być podpisana w LEWYM GÓRNYM ROGU imieniem i nazwiskiem pisza↪cego,

jego nr. indeksu oraz nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadza↪cej ćwiczenia.

Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urza↪dzeń elek-

tronicznych; jeśli ktoś ma, musi wy la↪czyć i schować! Nie dotyczy rozruszników serca.

Nie wolno korzystać z tablic ani notatek!

Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno i NALEŻY powo lywać sie↪ na twierdzenia, które zo-

sta ly udowodnione na wyk ladzie lub na ćwiczeniach.

Należy przeczytać CAÃLE zadanie PRZED rozpocze↪ciem rozwia↪zywania go!

1. 4 pt. Znaleźć środek masy jednorodnego pó lkola K = {(x, y): 0 ≤ x i 0 ≤ x2 + y2 ≤ 100} .

6 pt. Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru D = {(x, y): 0 ≤ y i 1 ≤ x2 + y2 ≤ 25} .

2. 10 pt. Znaleźć wszystkie takie różniczkowalne funkcje, których wykres leży w pierwszej ćwiartce

uk ladu wspó lrze↪dnych, że dla każdej liczby x0 > 0 styczna w punkcie
(
x0, f(x0)

)
do

wykresu funkcji f przecina oś OX w punkcie A(x0) a oś OY w punkcie B(x0) , przy

czym punkt A(x0) jest środkiem odcinka o końcach
(
x0, f(x0)

)
i B(x0) .

3. 7 pt. Rozwia↪zać równanie x′′(t) + 4x(t) = 60 cos t+ 60 cos(2t) + 60 cos(3t) + 16e2t cos(2t) .

2 pt. Znaleźć wszystkie ograniczone rozwia↪zania równania

x′′(t) + 4x(t) = 60 cos t+ 60 cos(2t) + 60 cos(3t) ,

tj. te rozwia↪zania, dla których istnieje taka liczba M ≥ 0 , że |x(t)| ≤M dla każdej liczby

rzeczywistej t .

1 pt. Znaleźć wszystkie ograniczone rozwia↪zania równania x′′(t) + 4x(t) = 60 cos(3t) .

4. 7 pt. Rozwia↪zać uk lad równań
{
x′(t) = 3x(t)− y(t) + e4t · sin t,
y′(t) = x(t) + 5y(t)− e4t · sin t. (4)

2 pt. Znaleźć rozwia↪zanie uk ladu (4) spe lniaja↪ce warunki x(0) = −2 i y(0) = 2 .

1 pt. Znaleźć rozwia↪zanie uk ladu (4) spe lniaja↪ce warunki x(0) = 0 = y(0) .

5. Niech f(x, y) = 8y2 + 6x2y − x3y .

2 pt. Znaleźć punkty krytyczne funkcji f .

5 pt. Wyjaśnić, w których punktach krytycznych funkcja f ma lokalne maksima, w których —

lokalne minima, a w których siod la.

3 pt. Znaleźć najmniejsza↪ i najwie↪ksza↪ wartość funkcji f w prostoka↪cie

R = {(x, y): −1 ≤ x ≤ 6,−3 ≤ y ≤ 1}.

6. Niech M =




5 2 0
2 5 0
0 0 4


.

(4 pt.) Znaleźć wartości i wektory w lasne macierzy M oraz ka↪ty mie↪dzy wektorami w lasnymi.

(6 pt.) Niech f(x, y, z) =(x y z )·



5 2 0
2 5 0
0 0 4


·


x
y
z


, jeśli x2 + y2 + z2 = 2 .

Znaleźć najmniejsza↪ i najwie↪ksza↪ z liczb f(x, y, z) .

Uwaga: jeśli p1,p2,p3 ∈ R3 sa↪ punktami, które nie leża↪ w jednej p laszczyźnie przechodza↪cej przez

0 = (0, 0, 0) , to dla każdego wektora v istnieja↪ takie liczby c1, c2, c3 , że v = c1v1 + c2v2 + c3v3 ,

gdzie vi =
−−−→
[0,p1] .




