Matematyka A, kolokwium, 18 maja 2011, rozwiazania

Nalezy przeczytaé CALE zadanie PRZED rozpoczeciem rozwiazywania go!

1. (10 pt.) (a) Znalezé takie liczby A, B, C, D i E, ze jedli w(z) = A+ Bx+C2%+ D3+ Ex?
dla kazdej liczby x, to w(0) =0, w(l) =1, w(2) =9, w(3) =36 i w(4) = 100.
(b) Obliczyé¢ w(5).

Rozwigzanie

0=w(0) = A,
l=w(l)=A+ B+ C+ D+ E,
Mamy { 9=w(2)=A+2B+ 4C+ 8D+ I6E,
36 =w(3) = A+ 3B+ 9C+27D+ S81E,
100 = w(4) = A + 4B + 16C + 64D + 256E.

Bierzemy pod uwage to, ze A = 0, nastepnie odejmujemy drugie réwnanie pomnozone przez

odpowiednie liczby od nastepnych, wynik dzielimy, by otrzymac:

0=A4, 0=A4,
1=B+C+D+E, 1=B+C+D+E,
T=C +3D+7E, Przeksztatcamy dalej 1 =C+3D+T7E,
L =C+4D+ 13E, 2=D+6E,
8=C+5D +21E. 3=D+8E.

Odejmujemy dwa ostanie rownania i dzielimy wynik przez 2: E = i. 7 przedostatniego rownania

otrzymujemy D = % To pozwala obliczyé C' = % — % — Z = i oraz B=1— % — % — i = 0. Wobec

tego w(z) = f2? + 2 + J2?. Stad wynika, ze w(5) = 22 + 125 4 625 — 125 4 325 _ 450 _ 995
Nieco inne rozwigzanie
Wszystkie wartosci funkeji f sa kwadratami liczb caltkowitych, wiec jest pewna szansa (ale nie

pewnosé!!!), ze wielomian w jest kwadratem innego wielomianu. Zalézmy, ze w(z) = (v(z))

gdzie v(xr) = ax® + bz + ¢ — moze bedziemy mieé szczeécie. Powinno byé¢ v(0) = 0, v(1) = 1

iv?2) =3,czyli c=0, a+b+c=1, da+2b+c =
1

3.
e a = 3 = b, wiec v(z) = $2% + lz. Wtedy v(3) = §+ 2 =6 oraz v(4) = ¥ + 3 = 10.

7 tych réwnosci wynika od razu,

Mamy szczescie! ZnalezliSmy w(x) = :(v(x))2 = (327 + %x)Q = qa* + 12% + L2?. Wobec tego
w(s) = (v(5))° = (£ +3)" =152 = 225.

Komentarz: Z rozumowania w pierwszym sposobie wynika, Ze zadanie ma doktadnie jedno roz-
wigzanie. Drugi sposob poza tym, ze moglby nie prowadzi¢ do rozwigzania, nie daje zZadnych pod-
staw do stwierdzenia, Ze znalezione rozwigzanie jest jedyne! Jest wiec gorszy, bo jest miepewny,
byé moze nie daje wszystkich mozliwych rozwiazan, ale daje jedno. Wielu matematykéw domagato
by sie uzupelnienia tego rozumowania dowodem jedyno$ci znalezionego rozwigzania argumentujagc, Ze
domysinie sformutowanie wymaga tego... Mozna to zrobi¢ np. tak. Jesli wielomiany wi,ws, stop-
nia nie wiekszego niz cztery spetniajo warunk: z zadania, to ich réznica jest wielomianem stopnia nie
wiekszego niz 4, ktéry ma 5 pierwiastkow. Jest to mozliwe jedynie wtedy, gdy ta roinica jest wielo-
mianem zerowym, wiec gdy wi = wWs .

Z punktu widzenia obliczen, jest lepszy, bo rachunki sq prostsze




3 3 12
2. (10 pt.) Znalez¢ |—1 1 —4].
25 1683 —11

Rozwigzanie
Zaczniemy od przypomnienia, ze jesli zastapimy jeden z wierszy suma tego wiersza i innego

pomnozonego przez dowolna liczbe pozostawiajac wszystkie pozostale wiersze bez zmian, to wyz-

3 3 12 4 l 0 6 0
nacznik nie zmieni sie. Wobec tego |—1 1 4| R 1 1 4| =
25 1683 —11| (T resvdrud 25 1683 —11

-1 -4

:_6'25 ~11

‘ — —6(11 + 100) = —666.




3. (10 pt.) (a) Wykazaé, ze dla dowolnych liczb calkowitych a,b istnieja takie liczby catkowite

(% 9)G)-6)

(b) Znalezé¢ wartosci wlasne macierzy ( 15 g)

T,y , ze:

~1
(c) Znalez¢ macierz (152 g) .

(d) Cazy istnieje taki niezerowy wektor v, ze ||AV| = 3||V|?

Rozwigzanie

12 5| _ o 12 5\°' _ [/ 2 =5\_(-2 5
Mamy‘5 2}—12-2 ¢ = 1.\7\/'obe(:tego<5 2) —1(_5 12)-( 5 _12>.
Stad (F) =12 5\ " (12 5 (x\_(12 5\7" (a\_(-2 5\ (a)_( —2a+5b
Ay )7\ s 2 5 2)\y) 75 2 b))\ 5 —12)\p)7\ sa—120)
czyli x = —2a+5b i y = 5a — 12b, wiec jesli a,b € Z, to réwniez z,y € Z.

Wartosci wlasne wyznaczamy z réwnania charakterystycznego:

0= 125_A 2EA‘ —(12-A)(2-A\)—25=A% — 14\ —1=(A—T7)2 —50.
Otrzymujemy A\ = 7—+/50, Ao = 7+5v2. Mamy 74+5v2 > 14, wiec —3; < 7—+/50 = ﬁ;ﬁ <0.
Niech V| = (yll) bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym A1, a Vo = (;2) — wektorem wlasnym

odpowiadajacym Ag. Niech v(t) = (1) . Niech f(t) = ”ﬁ,‘é;ﬂ” . Funkcja f jest ciagla na calej prostej.

Poniewaz f(y2) = A2 > 3 > |\1| = f(y1), wiec miedzy liczbami y, i y; znajduje sie taka liczba t, ze

f(t) = 3. Dowodzi to, ze odpowiedz na pytanie (d) jest twierdzaca. Zadanie rozwiazalismy.
Komentarz

Mozna efektywnie znalezé liczby yp, yo rozwiazujac dwa réwnania: (12 — A1) - 1+ 5y; = 0 oraz

(12— X2) - 14 5y2 = 0. Otrzymujemy wtedy y; = %@ =1++2 oraz y, = % =1-+2.

Jesli ktos chee rozwiazaé te czesé zadania bez korzystania z tego, ze funkcja ciagta ma wlasnosé
przyjmowania wartosci posrednich, to moze stwierdzié¢, ze réwnosé¢ [|Av|| = 3||v| jest réwnowazna
temu, ze (122 + 5y)% + (5z + 2y)? = 9(2? + y?) — przyjelismy, ze v = (Z), potem podniesliémy
réwno$é ||Av| = 3||v]| stronami do kwadratu. Otrzymana réwno$é moze by¢ przepisana w postaci
14422 + 1202y + 25y% = 2522 + 20xy + 4y? = 922 + 9y?, czyli 16022 + 140zy + 20y% = 0, tzn.
8x2 + Txy +y?> = 0. Traktujac te ré6wnosé jako réwnanie kwadratowe z niewiadomsa y zalezne od
parametru z, otrzymujemy A = 49223222 = 1722 > 0. Mozemy napisaé, ze y = %(—793:&\/@) =
=5 (7= V17). Wynika z niej, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = # 0 istnieja dokladnie dwie takie
liczby rzeczywiste vy, ze jesli v = (z) = (%(—éﬁ)) , to ||Av]| = 3||v]|.

Dodajmy jeszcze, ze nie istnieje taki rzeczywisty wektor v # 0, ze ||Av| = 15|v|, do udowod-

nienia czego, wielce szanowne studentki i wielce szanownych studentéw goraco zachecam.




-3 2 =2
4. (10 pt.) Niech A= 0 1 0
4 -2 3
a) Znalez¢ wartosci i wektory wlasne macierzy A.
b) Znalezé wartoéci i wektory wilasne macierzy A~!.

(
(
(c) Znalezé wartoéci i wszystkie wektory wlasne macierzy A? i macierzy A3.
(d) Znalezé macierze A2 i A3.

(

e) Czy przeksztalcenie przypisujace wektorowi X wektor A - X jest symetrig lub obrotem?

Rozwigzanie
Zaczniemy od znalezienia wartosci wlasnych macierzy A. Rozwiazemy wiec réwnanie charakterysty-

—3—=A 2 —2 wzgledem

czne 0 = 0 1—A 0 — (1=M)((=3=X)(B=N)+8) = (1-N)(A\?*-1) =
4 _9 3 )\ drugiego wiersza

:—(/\—1)2()\+1),zatem )\1:1:)\2, )\3:—1.

Wektory wlasne odpowiadajace wartoéci wlasnej 1 znajdujemy rozwiazujac uktad réwnan linio-

—4dx+2y—22=0
wych { 0z 4+ 0y 4+ 0z =0, czyli rozwiazujac réwnanie 2x — y + 2z = 0. Spelnia je kazdy wektor
dr —2y+22 =0

x 1 0 2
postaci | 2e+2 | =x| 2 |+2| 1 |. Wektory te tworza plaszczyzne prostopadia do wektora | —1
z 0 1 1

Wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej —1 znajdujemy rozwiazujac uklad réwnan linio-

—2x4+2y—22=0
wych { 0z 42y 4+ 0z =0, czyli dwa réwnania y = 0 oraz = + z = 0. Poszukiwanymi wektorami
dr —2y+42=10

T 1
wlasnymi sa wiec wektory postaci Ol==z« O
— —1

Warto$ciami wlasnymi macierzy A~1 sa liczby % =11i _—11 = —1. Odpowiadaja im te same

wektory wlasne, co w przypadku macierzy A.

Wartosciami wlasnymi macierzy A? sa liczby 12 = 1 i (=1)2 = 1. Macierz 42 ma wiec
1 0 1
potréjna wartos¢ wlasna 1, ktorej odpowiadaja wektory postaci x| 2 |+z| 1 | oraz postaci z| 0
0 1 -1

Poniewaz suma wektoréw wlasnych odpowiadajacych jednej wartoéci wlasnej jest wektorem wiasnym

macierzy odpowiadajacym tej wartoéci wlasnej, wiec wektorami wlasnymi macierzy A? sa wszystkie

1 0 1
wektory postaci | 2 |+s[ 1 |+t 0 |, gdzie r,s,t oznaczaja dowolne liczby. W tej postaci mozna
0 1 -1
1 0 1
zapisa¢ dowolny wektor (tréjwymiarowy), bo |2 1 0| =17 0. Wobec tego dla kazdego wektora
0 1 -1

v zachodzi réwnoéé A%v = v. Oznacza to, ze A2 =1 =

O O =
O = O
= o O

Wiynika stad w szczegdlnosci, ze A3 = A2- A =1-A = A. Wobec tego wartosci wlasne i wektory



wlasne macierzy A3 to wartoéci wlasne i wektory wlasne macierzy A.

Zatézmy, ze przeksztalcenie przypisujace wektorowi X wektor A - X jest symetria wzgledem
pewnego punktu. Wtedy jedynym punktem stalym x, czyli takim, ze zachodzi réwnos¢ Ax = x,
jest punkt érodek tej symetrii. Przeksztalcenie nie jest wiec symetria wzgledem punktu, bo ma
nieskoniczenie wiele punktéw stalych: wszystkie wektory wlasne odpowiadajace jedynce. Nie jest
tez obrotem wokét prostej, bo wtedy punktami stalymi przeksztalcenia bylyby punkty osi obrotu, a tu
mamy do czynienia z plaszczyzna. Symetrie wokdt prostej juz wykluczyliSmy, bo symetria wzgledem
prostej w przestrzeni to obrét wokot tej prostej o 180°. Wreszcie symetria osiowa. Musiataby to
byé¢ symetria wzgledem plaszczyzny zlozonej z punktéw stalych przeksztalcenia, czyli plaszczyzny o

2
réwnaniu 2z —y + z = 0. Wtedy jednak wektor <—}> do niej prostopadly musialby przechodzi¢ na

2 2 -7
wektor — (}) , a tak nie jest: A (}) = <é> .

Uwaga
Przeksztalcenie byloby symetria, gdyby prosta wlasna odpowiadajaca wartosci wlasnej Az — 1 byta

prostopadla do plaszczyzny wiasnej odpowiadajacej wartoéci wlasnej Ay = Ao = 1.




5 1+3v3 1-3V3 .
5. (10 pt.) Niech M =[1-3V3 2  2+33 | d=|2
1+3v3 2-3v3 L 2
(a) Znalezé macierz M7 oraz iloczyny M - MT, MT . M.
(b) Znalezé Mu. Wskazaé jedna (z by¢ moze kilku) warto$é wlasna macierzy M .
(c) Obliczyé M~1.
(d) Wykazaé, ze macierze M i MT maja te same wartosci whasne.
(e) Obliczyé¢ |det(M)].

Rozwigzanie

5 1-3v3 1+3V3

Mamy oczywiscie M7 =| 1+3V3 3 2-3V3
1-3V3 243y B
Z definicji macierzy transponowanej i definicji mnozenia macierzy wynika, ze wyrazami macierzy
M - M7 sg iloczyny skalarne wierszy macierzy M , a wyrazami macierzy M7T - M — iloczyny skalarne
kolumn macierzy M .
Mamy wiec:

5, 143+/3, 1-3v/3]-[5, 143+/3, 1-3v/3] = 5%H(1+3v/3 )2+ (1-3v/3 )2 =25+ 14+6/3+27+1—61/3+27=81,
[5,1+3v3,1-3V3]-[1-3v3, 3,2+ 3v3| =5-15V/3+ F + PV3+2-6V3++3v3 -3 =0,
[1-3v3, 2 24+ 3V3] - [1+3v3,2- 33, ¥ =1-27+13-32V3+ 13- 323 =0,

81 0 O
zatem M -MT =81-IT=| 0 81 0 |.Z tej réwnoéci wynika, ze
0 0 81
(1) det(M) - det(M7T) = det(M - M) =813 £ 0,

wiec det(M) # 0, zatem M~! istnieje. Wynika stad, ze M7 = M *MM?T = M~1.81- T =81M~*,
wiec M~! = L MT . Wynika stad, ze M7 - M =81M~*M =811.*

Macierze M i M” maja ten sam wielomian charakterystyczny, bo wyznacznik mozna obliczaé
rozwijajac go wzgledem kolumn lub wzgledem wierszy. Stad wynika, ze maja takie same wartosci
whasne. (Nie wynika natomiast, ze wektory wlasne sa identyczne, tak na ogét nie jest.)

Mamy det(M) = det(M7T), bo wyznacznik mozna obliczaé rozwijajac go wzgledem kolumn
lub wzgledem wierszy. Stad i z réwnosci (1) wynika, ze (det(M))? = 813, wiec mozemy napisaé
|det(M)| = V813 = 93 = 729.

Uwaga

0 1\ /0 0\ (1 0 0 0\_(0 0\ (0 1 o (01 .
(0 0)'(1 0)‘(0 0)7&(0 1)‘(1 0) (0 0)’ WlecJeShM_(o 0>’t° MM #
£MTM.

*Na ogét M-MT#MT .M, Prayklad jest dalej w tekscie.



