Matematyka A, kolokwium, 5 stycznia 2011 — rozwiazania

Tekst rozszerzony 13 lutego, godz.

Wszystkie stwierdzenia nalezy uzasadniaé. Wolno i NALEZY powolywaé sie na twierdzenia,

ktore zostaty udowodnione na wyktadzie lub na ¢wiczeniach.

Nalezy przeczyta¢ CALE zadanie PRZED rozpoczeciem rozwiazywania go!

1. (10 pt.) Znalezé liczbe réznych pierwiastéw rzeczywistych réwnania 3 + 3ax +a® = 0 w za-

leznosci od parametru a € R.

Rozwiazanie
Niech f,(z) = 2® + 3ax + a3. Jedli |z| jest ,,dostatecznie duze”, to liczby f(x) z maja ten sam
znak, np.
f(lal +1) = (la| + 1)* + 3a(|a| + 1) + @ = [a|’ + 3|a|? + 3|a| + 1 + 3ala| + 3a + a® =

= (la]* +@®) + 3la[(la] + a) + 3(Ja| +a) +1>1>0,
F(=lal = 1) = —(lal +1)* = 3a(jal + 1) + a® = |af* — 3/af? — 3la] — 1 — 3ala| — 3a + a* =
= (—la* + a®) = 3la|(la] + a) = 3(la| +a) — 1 < -1 < 0.
Poniewaz funkcja f jest ciagla, wiec f(z1,) = 0 dla pewnego z; , € (—|a|—1, |a|+1). Wykazali$my,
ze réwnanie 2% + 3ax + a® ma co najmniej jeden pierwiastek w przedziale (—|a| —1,]a| +1).

Mamy f!(z) = 32% + 3a. Jeli a > 0, to f.(x) > 0 dla wszystkich liczb z, przy czym réwno
flz) =0 zachodzi w co najwyzej jednym punkcie (dla a = 0 zachodzi réwnosé f,(0) = 0, poza tym
nieréwnosé jest ostra). Wynika stad, ze dla a > 0 funkcja f, ma co najwyzej jeden pierwiastek,
bo jest $ciéle rosnaca. Wobec tego dla kazdej liczby a > 0 réwnanie f,(z) = 2® + 3az + a® ma
doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty.

Jesli a < 0, to pochodna f!(z) >0, gdy 2> +a >0, czyli gdy © < —v/—a lub gdy =z > /—a.
Wynika stad, ze funkcja f, jest $ci’sle rosnaca na kazdej z potprostych (— 00, —\/—_a] , [\/—_a, oo) ,
wiec w kazdej z nich ma nie wiecej niz jeden pierwiastek. Jedli —y/—a < z < v/—a, to f'(x) <0,
wiec na przedziale [— V—a, \/—_a,] funkcja f, jest $cisle malejaca, wiec ma w nim co najwyzej jeden
pierwiastek.

Mamy f,(v=a) = (v=a)’ +3a(v=a) +d® = —ay/=a+ 3ay/—a+a® = ay/—a(2 — av/=a).
Poniewaz 2 — a\/—a > 0, wicc fa(\/—_a) < 0 dla kazdego a < 0.

Mamy fa(—\/—_a) = (—\/—_a)g—i—?)a(—\/—_a)—i—ag = av/—a—3ay/—a+a® = a\/—_a(—2—a\/—_a).
Nieréwno$é¢ —2 —ay/—a < 0 jest réwnowazna nieréwnosci —ay/—a < 2, a ta nieréwnosci —a® < 4,
czyli a > —</4. Wobec tego

fa( - \/—_a) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 0> a > — /4.
W tej sytuacji funkcja f, ma po jednym pierwiastku w kazdym ze zbioréw (—oo, — \3/1) , (= V4, \3/1) )
({/4,00) , wiec ma ich dokladnie trzy.

Jesli a= -4, to fo(—v=a)= (- ¥2)° —3¥4(- V4)+ (- ¥4)’ = —246—4 =0 (praypo-
minamy, ze /4 = m = V/2), zatem w tym przypadku liczba —+/—a jest pierwiastkiem réwnania
23 +3ax +a® = 0. Jest to jedyny pierwiastek w pétprostej ( — 00, —\/—_a] i jednoczesnie jedyny w
przedziale [ — v/=a,v/—a]. Wobec tego dla a = —v/4 réwanie na dokladnie dwa pierwiastki. Sa
nimi: liczba — /4 = —/2 i — jak mozna tatwo sprawdzi¢ — liczba 292

Jesli a < —V/4,to —2—av/—a >0, wiec fo(—v/—a) < 0. Liczba f,(—v/—a) jest najwicksza

wartodcia funkcji f, na pdlprostej ( — 0, —a] . Wynika stad, ze wszystkie wartosci funkcji f,



przyjmowane w punktach tej pélprostej sa ujemne. Zaden pierwiastek funkeji f, nie lezy wiec na
polprostej (—oo,v/—a|. Pélrosta (v/—a,00) zawiera jeden pierwiastek funkcji f,. Wobec tego
funkcja f, ma dokladnie jeden pierwiastek dla a < —+/4.

Uwaga. Nie jest koniecznym wskazywanie konkretnej liczby x, dla ktérej fq(z) > 0. Wystar-
czy stwierdzié, ze taka liczba istnieje. Mozna to wywnioskowaé np. z tego, ze

lim (2% + 3az +a3) = lim 23 lim (1+3az—12—i—g—2) =+400-1=400.

r— 00

Analogicznie funkcja f, przyjmuje wartosci ujemne, bo lim (2® + 3ax + a3) = —oc0.
r— —0Q0

Na rysunku s wykresy funkeji fi, fo, foi, foo. pray caym fi(1) > fo(1) > foi(1) > f_a(1), wic

z prawej strony osi OY najwyzej jest wykres funkcji f;, potem kolejno fo, f-1, f-2.



1 — 22 — sin(2z)—tg(3x)
2. (10 pt.) Znalez¢ granice lim (\/7 cosx)e |
z—0 In(1 + 5z)(tgz — ) cos(tg z)

Rozwiazanie i spos6b mys$lenia nad zadaniem — tekst dr hab. Michala Szurka.
1. Dla nie lubiacych mys$le¢ zadanie jest proste. Rdzniczkujemy cztery razy licznik i mia-
nownik (trzy razy to za malo) i stosujemy regute de I'Hospitala. Przy pewnej wprawie tydzien
rachunkéw moze wystarczy¢. Niestety, z powodéw ekologicznych (oszczedno$é papieru) nie podaje
tu owych pochodnych. Jesli rzucimy okiem na wzor opisujacy funkcje, to zadanie nieco sie uprosci.
2. Dla malo spostrzegawczych tez nie jest Zle. Rozwijamy wszystko na szereg Taylora,
powiedzmy do czwartego stopnia. Rézniczkujemy, rézniczkujemy,... i rozwijamy. Otrzymujemy
takie oto wyniki:

VI—22=1- 122 — 1a% 4 o(a?);

cos(tgr) =1 — 222 — La* + o(z?);

In(1 + 5z) = 5z — 25 2+125 3 _ 625 2t + o(zY);

cos(z) =1 — 322 + ;2% + o(a*);

exp(sin(2z) — tg(3z)) = 1 — x4+ 32? — Fa® + Fat + o(2?);

tgr —x = 32% 4 o(z?).
Mnozymy rozwiniecia, ale interesuje nas tylko wspoélczynnik przy najnizszej potedze, ktora rzeczy-
wiscie wystepuje. Licznik to ((1— 22 — ta*) — (1 — 322 + 572%)) - (1 —x + 3% — Fa® + Ba?) =

—%x‘%%x‘l 21 3+1x2 x—i—l) a mianownik to (5x—§x2+@ 3 6§5x4)( )(1—1x2—274x4):

5.4 _ 25 5+ 235 6 501‘7 535 8+ 3925 .9 875 10+ 4375$

=3 6 St L — 3167% 588 . A zatem szukana granica jest
. 1/6 1
iloraz 53 = —10°

3. Jak nalezy naprawde? By¢ moze w pierwszej chwili ogarnia nas przerazenie. Odrzucamy
jednak hipoteze, ze autor zadania jest sadysta i zaczynamy my$le¢, w szczegdlnodci myslimy pozytyw-
nie. Funkcja jest dana w postaci utamka; zatem gdyby licznik i mianownik mialy granice skoniczone,
to granica ilorazu bytaby ilorazem granic i z pewnoscia dalo by sie wszystko obliczyé¢. Sprawdzamy.

Pierwszy czynnik w liczniku dazy do zera, zal. Ale drugi? Hurra, lir% esin(2z)—tg(3z) — (0-0 — 1
Tr—

Co w mianowniku? lim In(1 + 5z) =1Inl = 0, no ale funkcje logarytmiczna tatwo sie rézniczkuje

z—0

(przypominamy sobie pochodna logarytmu!), wiec jakby co, to sie ,,delopitalem” potraktuje. Tangens

iks minus iks? No, granica jest zero, ale po ewentualnym zrézniczkowaniu bedzie — 1, wiec

cos? ¢

(znowu myslimy o regule de I’'Hospitala), moze sie uda. Zapiszmy to, moze chociaz za to beda

jakie$ punkty? Ostatecznie przeciez cos$ zauwazylem! No, to moze sprobujmy, co z tym okropnie

wygladajacym kosinusem od tangensa? He,he, to tylko straszak, przeciez lir% cos(tgx) = cos0 = 1.
xr—

(V1—z2—cosz)

L (152 (tgz—2) istnieje, to granica, o ktéra chodzi

No, to chociaz wiemy tyle, ze o ile granica hm

w zadaniu, jest taka sama, bowiem:

lim (m_cosx)esin(Qz)—tg(Sz) — lim ( 1—z2 —cos ) - lim esin(2z) —tg(3x) — lim ( /T—22 —cos x) 1
r—0 n(1+5z)(tgz—x) cos(tgx) r—0 In(1+5z)(tgz—z) 05  cos(tgz) r—0 In(1+5z) (tgz—x) '

4. Wystarczy z tym mysleniem?
Jedli uznajemy, ze dosy¢ juz myé$lenia na dzisiaj, wyltaczamy te funkcje moézgu i zaczynamy rézniczko-
waé. Sprawdzamy ilorazy pierwszych, drugich i trzecich pochodnych: nic z tego, zaréwno licznik

i mianownik daza do zera. Prébujemy czwarte pochodne. Czwarta pochodna funkcji /1 — 22 —cosx

to —(1_198;)25/2 - (1_;2)3/2 - (1ji§;7/2 — cosx. Jej wartoscia w punkcie 0 jest —4. Bez trudnosci




obliczamy tez czwarta pochodna funkcji In(1 + 5x) - (tgx — z). Juz po niespela trzech godzinach

1000 tg? x + 3750(x—tgx) 40(cos(2z)—2) 300tg x __ 2In(1+5z)(sin(3x))
(1+5x)3 (1+5x)4 (1+45z) cos*z  (145z)2%-cos? x cos® x

mamy wynik, réwny Wartoscia,

tego wyrazenia w zerze jest 40. Zatem szukana granica jest réwna — % . Zadanie rozwiazane, granica

jest rowna minus jedna dziesiata. Tylko dlaczego w budynku juz nikogo nie ma ...?7

5. A moze jednak pomys$leé¢? No, nic nie szkodzi, nie pobija za to (przynajmniej w budynku
Wydzialu Matematyki). To co z ta granica? Jak to mawiaja fizycy? Nigdy nie bierz sie do obliczen,
jesli nie znasz odpowiedzi? Ale ghupio i bez sensu! To jakie§ porabane! Nie, nigdy nie zrobie
tego zadania ... Gdyby nie bylo tego /1 — 22 — cosz w liczniku, to moze by jako$ poszlo ... Bo
taki tangens to wyglada poczciwie. Aaa, wilasnie, teraz pamietam doskonale jak wyglada wykres
tangensa ... Nawet mi bylo przykro, kiedy na ¢éwiczeniach pan mi powiedzial cos niemitego, bo
wtedy nie pamietalem. Tangens przytula sie do iksa z zerze do$¢ mocno, ojej, jak to jest , he, he,

. mam na kartce na dole (byto na kartce z zadaniami!) rozwiniecie tangensa na szereg, no to jak
odejme iks, to co bedzie? Wow, %x:” plus reszta, ale ona jest stopnia czwartego albo wyzszego. To
teraz wezmy sie za logarytm, z logarytmem nigdy nie jest trudno. Wykres funkcji In(1 + x)?

E, to proste; przeciez mam przed oczami, to tylko przesuniety logarytm:

W zerze nachylenie tej krzywej jest jeden, to widaé. A rachunkowo tez: pochodna logarytmu to
%, a zatem w zerze jest rowna ... brr, co jest, skad tu minus nieskoniczono$é¢? Ajajaj, ghupi blad,

rézniczkuje przeciez In(1 + z), pochodna jego to , a wiec wszystko sie zgadza. W otoczeniu

T
zera funkcja In(1+ x) zachowuje sie tak, jak x. Ojej, czyzby zadanie dalo sie zrobi¢? No, ale by to
bylo ...! Na pewno wyjde na najmadrzejsza osobe w grupie, skadinad stusznie! Co jeszcze wyglada
strawnie? Nie dam sobie rady z tym pierwszym czynnikiem 1 — 22 — cosz. Ale to musi daé sie
wyciagnad, jak powiedzial $lusarz do puzonisty. Ciagnijmy. Skoro sie dalo tyle, to tu na pewno tez.
Juz, juz zadanie puszcza ... Pierwiastek z jeden minus iks kwadrat? Skad ja to znam? Aaa, to
kawalek réwnania okregu, o takiego ... Oj, kolo zera wyglada on kosinusowato. To znaczy, ze dla
malych iks te funkcje sa prawie réwne. Aha, to dlatego granica jest zero! A wiec /1 — 22 — cosx
jest dla liczb 2 bliskich zeru rzedu 22, albo moze rzedu x3, albo co takiego. Zaraz sobie rozwine na

szereg. Wykres funkcji y = cosz, a tu pod nim, na tym samym rysunku, wykres funkcji /1 — 2



Rety! Czyzbym umial(a) rozwiazaé¢ to zadanie??? Licznik zachowuje sie w poblizu zera jak
2% ;mianownik jak x mnozone przez z3:to znaczy razem ..., no, coé nie tak, ale na pewno wyjdzie.
Balzak powiedziat kiedy$ do swojego znajomego: ,,wiesz, skoniczylem swoja najnowsza ksiazke. Po-

zostaje mi tylko ja napisa¢”. No, to piszmy starannie. Ale juz sie mi nie wymkniesz, ghupia granico!

6. Finale, allegro vivace! Zacznijmy od mianownika, bo to tatwiej. Mam na dole kartki

podane rozwiniecie tangensa, a In(1 + 5x) umiem rozwijaé¢, bo pochodne sie tatwo licza.:
tgx —x = %xg—i— wyrazy stopni 5 i wyzszych;

In(1 + 5z) = ba+ wyrazy stopnia 2 i wyzszych,

zatem poczatek rozwiniecia iloczynu na szereg wyglada tak:
(tgz — x)In(1 + 5x) = gafl—i— wyrazy stopni wyzszych.

Teraz biegiem do licznika. Tu musze troche popracowaé (choé¢ nie za wiele), zeby naprawde
wiedzie¢, jak wyglada poczatek rozwiniecia. Z kosinusem latwo, bo pamietam, ze pan na ¢wiczeniach
méwil, ze rozwiniecie kosinusa trzeba pamietaé; z drugim wyrazeniem tez nie jest zle, pierwiastek
sie przyjemnie rézniczkuje (jak méwi piesn gminna, zaraz lepiej sie poczujesz, gdy pierwiastek

zrézniczkujesz):
Vi—z22=1- %:cQ — %x‘l + o(z*) + wyrazy stopnia co najmniej 6,

— 1,..2 1,4 : il
cosr =1— 5x° + 5727+ wyrazy stopnia co najmniej 6.

A zatem réznica to —%x‘l—i— wyrazy stopni wyzszych.

— %564 + wyrazy stopni wyzszych

31‘4 + wyrazy stopni wyzszych

Szukana granica to granica ilorazu , a taka granica przy x — 0

jest réwna %{,)6, bo dziele licznik i mianownik przez z*, daje sobie rade z pietrowymi ulamkami i

otrzymuje wynik koncowy: —% . Minus jedna dziesiata! Ale numer!



7. Dodatek. A oto wykresy:

samej funkcji

T T T T L |

-0.2 -0.1

0.1 0.2 ) ) 05

i jej rozwiniecia w szereg Taylora do szdéstego miejsca:

0.15

0.10

0.05

0.1 0.2 04 0.5

a tu oba wykresy na raz:

0.10-

0.05

T T T T L




3. Niech f(z) = (x?# dla x # 1. Wiadomo, ze f'(x) = @)@ =5) oraz f(x) = %

(z—1)2

(2 pt.) Znalez¢ te przedzialy, na ktérych funkcja f jest rosnaca i te, na ktérych jest malejaca.

(2 pt.) Znalez¢ te przedzialy, na ktérych funkcja f jest wypukla i te na ktérych jest wklesta,

znalez¢ punkty przegiecia funkcji f .

(2 pt.) Znalezé asymptoty funkeji f.

(4 pt.) W oparciu o uzyskane informacje naszkicowaé wykres funkcji f.

Rozwiazanie Na znak pierwszej pochodnej mianownik utamka nie ma wpltywu. Licznik jest

dodatni, gdy = > 5 (oba czynniki sa wtedy dodatnie) lub gdy = < —3 (wtedy oba czynniki

sa ujemne). Na przedziale (—3,5) licznik jest ujemny. Wynika stad, ze na kazdej z péiprostych

(—o00,—=3], [5,00) funkcja f rosnie, a na kazdym z przedzialéw [—3,1), (1,5] — maleje. W punkcie

—3 funkcja ma lokalne maksimum (jest to najwiksza wartosé¢ funkcji f sposréd przyjmowanych na

pélprostej (—oo,1)).

W punkcie 1 funkcja f ma lokalne minimum (przyjmuje tu najmniejsza,

sposréd przyjmowanych na pélprostej (1,00) ).

20

Druga pochodna jest ujemna dla x < 1, a dla
x > 1 jest dodatnia. Wynika stad, ze funkcja f jest
Scisle wklesta na pélprostej (—oo,1), a na pélprostej
(1,00) jest Scisle wypukta. Punktéw przegiecia nie ma

(naturalny kandydat, punkt 1, jest POZA dziedzing

funkc;jil).
Poniewaz lim % = —00 — granica licz-
r—1—
nika jest 2-8 = 16, a mianownika — 0 i mianownik

jest ujemny, wiec prosta pionowa x = 1 jest lewo-
stronna asymptota pionowa funkcji f. Analogicznie

lim

' 7(x+i)_(x+7) = 00, wiec prosta x = 1 jest tez
rz—1

asymptota prawostronna.

Ponadto mamy

o (e (247) e
wli,nc}o xx(x—xl) —IILHC}O T.(1-1/2)

(141/2)(147/z) _ (140)(140) 1
="1Ta-o o

Zachodza, tez réwnosci

(z+1)(z+7)

. . 1)(z4+7)—z(z—1)
lim —z= lim &t =
T—00 (z—1) T—00 z—1
. 2 .2 . 94-7/x
= lim THSTET-rdr — iy 9247 — ] =9
x—00 z—1 w00 T—1 z—oo 1-1/

Wobec tego prosta y = z+9 jest asymptota (ukos$na)

funkcji f przy x — 0.

Doktadnie takie samo rozumowanie przekonuje nas, ze jest tez ona asymptota przy © — —o0.




4. Niech ¢(x) = \3/@?%% dla z # 1. Wiadomo, ze dla = ¢ {—1,1,5,—7} zachodza wzory

(@) =1(x+3)(x—5)¢/(x— 1)z +1)"2(z +7)2 oraz

¢"(z) = 2 (1114 324x+ 742 +42® —2*) {/(x — 1) T(z + 1) 5(z + 7)~° przy czym ¢"(z) =0 &
r=mx1~—0,3738 lub z =15~ 12,2555, ) (21) # 0 # ) (z5).

(1 pt.) Znalezé ¢'(—1) oraz ¢'(—7) lub wykazaé, ze te pochodne nie istnieja.

1 pt.) Znalez¢ te przedzialy, na ktérych funkcja ¢ roénie i te, na ktérych maleje.
2
2 pt.) Znalezé te przedzialy, na ktorych funkcja ¢ jest wypukla i te na ktérych jest wklesta,
2
znalez¢ punkty przegiecia funkcji .
(2 pt.) Wykazad, 7ze jesli 13 < s < t,to p(2s+ 3t) > 2p(s) + 2¢(t).
4 pt.) W oparciu o uzyskane informacje naszkicowa¢ wykres funkcji
2

Rozwiazanie

P(= 1+h) (=) _

. R(6+h
Mamy ¢'(-1) = fim === }IL{% Y, MR = Im {/% 7e Sy = /0
Podobnic ¢'(~7) = Jim STH=eCD) — fim L. 4/ COHR0 — lim /4 =0tk — \/ o0

Monotonicznosé tej funkcji zostala zbadana w poprzednim zadaniu. Wynika to z réwnosci

p(x) = {/f(x), gdzie f to funkcja z poprzedniego zadania, i z tego, ze funkcja /x jest $cisle
rosnaca. Funkcja ¢ rosnie wiec na kazdej z pdlprostych (—oo,—3], [5,00) funkcja f rosnie, a na

kazdym z przedziatléw [—3,1), (1,5] — maleje.

-15 -10 -5 5 10 15

Poniewaz () (21) # 0, wiec funkcja ¢” przyjmuje w poblizu punktu z;, po réznych jego



stronach, wartoéci réznych znakéw. Oznacza to, ze 1 jest punktem przegiecia funkcji ¢ . Analogicz-
nie x5 . Podobnie jest z punktami —1 i —7, ale to wynika bezposrednio z wzoru na druga pochodna
funkcji ¢ — czynniki x+1 oraz x+7 wystepuja w nim w nieparzystych potegach!. Druga pochodna
zmienia tez znak przy przejsciu przez 1, ale liczba 1 nie jest elementem dziedziny funkcji, wiec nie
mowimy w tym przypadku o punkcie przegiecia, chociaz po jednej jego stronie funkcja na dostatecznie
krotkim przedziale jest Scisle wypukta, a po drugiej — Scisle wklesta. Uécislajac, funkcja ¢ jest Scisle
wypukta na kazdym z przedziatéw: (1,zs], [—1,21], (—o0,7], a na kazdym z przedzialéw: [z2,00),
[z1,1), [=7,—1] jest Scisle wklesta.

Neréwnos¢ ¢(2s + 2t) > 2¢(s) + 2¢(t) wynika natychmiast z tego, ze funkcja ¢ jest, jak
wykazaliSmy przed chwila, SciSle wklesta na przedziale [z9,00), z definicji wkleslosci, z tego, ze
1.8>0i4+2=1.

Na rysunku nie widaé¢ wklestosci funkeji na pélprostej [z2,00), bo pochodna ¢’ funkcji ¢
zmienia sie bardzo wolno w rezultacie czego wygiecie wykresu jest nieznaczne. Nalezaloby narysowaé

znacznie dtuzszy przedzial, ale wtedy nie bylyby widoczne inne rzeczy.




5. (10 pt.) Z helikoptera znajdujacego sie na wysokosci 60 m nad powierzchnia morza wystano
promien $wiatta do nurka znajdujacego sie na gltebokosci 40 m pod powierzchnia wody. Odleglosc¢
w poziomie miedzy helikopterem i nurkiem jest réwna 110 m. Przyjmujemy, ze predkosé
swiatla w powietrzu to 300 000 km/s a — w wodzie to 225000 km/s. Wiedzac, ze $wiatlo
,,Wybiera” taka droge, na przebycie ktérej potrzeba najmniej czasu, znalez¢ punkt, w ktorym
promien wszedt do wody, tzn. znalez¢ odleglo$é tego punktu od punktu na powierzchni wody,
nad ktérym znajduje sie helikopter.  Moze warto cos narysowac? Wygodna jednostka
w tym zadaniu jest 1 dam = 10 m (dekametr). Pomnozy¢ zawsze sie zdazy, a pomysle¢?

W dekametrach szukana odleglo$¢ to nieduza catkowita.

Rozwiazanie Poniewaz Swiatlo ,,0oszczedza czas”, wiec porusza sie w plaszczyznie pionowej
zawierajacej punkt H , w ktérym znajduje sie helikopter i punkt N, w ktorym znajduje sie nurek.
Zalézmy, ze promien swiatla wchodzi w wode w odlegtos$ci = dekametréw, od punktu na powierzchni
wody, nad ktérym znajduje sie punkt H . Swiatlo przebywa wiec w powietrzu droge diugosci
V62 + 22, a w wodzie /42 + (11 — 2)2. Trwa to f(x) sekund, zatem

flx)=3-1077- V62 + a2 + 54 - 1077 - /42 + (11 — x)2.
amy znaleZ¢ najmniejsza wartosé funkcji f na przedziale (0,11). Obliczamy pochodna
f’(x) —_ % .10~ - x — 1 q0-7. 11—z

V6r+zZ 2,25 VaRt(1i-z)2
Jesli funkcja f ma najmniejsza wartos¢ w punkcie z € (0,11), to
O:f/(CC) — %‘10—7_ T _ L,10—7_ 11—

V62422 2,25 VAa24+(1—z)?’
1 11—z

1 €T . . . . . . ’ ’ 7
zatem 3z - ——— = %5 - ———2__ . Po pomnozeniu przez mianow Illkl otrzymujemy rownosc
3 V62 +x2 2,25 /42+(11_w)2 p b Yy ] y

2, 25x\/m = 3(11 — 2)v/62 + 22, ktéra mnozymy przez % , by otrzymaé¢ w koncu
32/42 + (11 — 2)? = 4(11 — 2)v/62 + 22.
Podnoszac obie strony do kwadratu otrzymujemy 922(16+ (11 —xz)?) = 16(11—2)?(36 +22) . Troche
wymnazamy, przenosimy z jednej strony na druga i otrzymujemy
72211 —2)?=9-16-22 —16-36- (11 —2)2 =916 - (2? — 4(11 — z)?) =
=9-16- (2 —2(11—2))(z+2(11 - ) =9-16 - (32 —22) (22 — z) .

Poniewaz 7x?(11 — x)? > 0, wiec z otrzymanego réwnania i nieréwnosci 0 < x < 11 wynika,
ze 3x — 22 >0, zatem = > %, a skoro obiecano, ze to nieduza liczba catkowita, wiec = € {8,9, }.
Podstawiajac x = 8 przekonujemy sie, ze liczba ta jest pierwiastkiem réwnania

722 (11 —2)? ==9-16 - (32 — 22) (22— z) .
Chce troche uprosci¢ obliczenia, wiec podstawiam = = ¢t + 8 i przenosze wszystkie wyrazy na jedna
strong: 0 ="T7(t+8)%2(3—t)2—9-16-(2+3t)(14 —t) = 7(t> + 16t + 64)(t> — 6t + 9) — 9- 16(—t2 +
40t + 28) = =Tt + 70t + 2712 — 7440t. Wykaze, ze réwnanie 7t + 70t2 + 271t — 7440 = 0

ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty. Mamy (7t3 + 70t* + 271t — 7440)’ = 21¢2 + 140t + 271.
A =140% —4-21-271 = 4-7(700 — 813) < 0, wiec 21#* + 140t + 271 > 0 dla kazdego t € R.
Wiynika stad, ze funkcja 7t3 + 70t? + 271t — 7440 jest $cisle rosnaca. Bez trudu stwierdzamy, ze
7-334+70-32+271-3—-7440 =7 -27+9-70 + 3671 — 7440 < 210 + 700 + 2100 — 7440 < 0.
Wiynika stad, ze jedyny pierwiastek wielomianu 7t3 + 70t 4 271t — 7440 jest wiekszy niz 8, zatem
drugi pierwiastek wielomianu 722(11 —2)? = 9-16 - (3z — 22) (22 — z) jest wickszy od 11.
Wykazalismy, ze pochodna funkcji f zeruje sie tylko w jednym punkcie przedziatu (0,11),
mianowicie w punkcie 8. Z wzoru widaé, ze f'(0) < 0 < f’(11). Stad z kolei wynika, ze na

przedziale (0,8] funkcja f maleje, a na przedziale [8,11) — maleje. Jej najmniejsza wartoscia na



tym przedziale jest f(8).
Wykazalidmy, ze $wiatlo wchodzi w wode w odleglo$ci 8 dm od punktu na ktérym znajduje sie

punktu h



Ciekawostki (kt6z wie, co si¢ moze przydaé): (1+z)* =1+az+ (5)z?+ (3)z* +--- =200 o(4)a™,

n=0

3 5 7 2n+1 /
1 — _z . _Z JR— § 0 1y — _—qj
s x T 31 + =1 71 + n 0( 1) 2nt1)l (COSZ’) s x

1 2 17
tgx:x+§x3+ﬁx5+mx7+---.




