
Matematyka A, kolokwium trzecie, 1 czerwca 2010, rozwia↪zania

1. (10 pt.) Wykazać, że dla dowolnych liczb ca lkowitych a, b istnieja↪ takie liczby ca lkowite

x, y , że
(−2 5
−5 13

)(
x
y

)
=
(
a
b

)
.

Znaleźć wartości i wektory w lasne macierzy A =
(−2 5
−5 13

)
.

Naszkicować wektory w lasne.

Czy istnieja↪ takie wektory ~u i ~v , że ‖A~u‖ < ‖~u‖ i ‖A~v‖ > ‖~v‖ ?

Czy istnieje taki niezerowy wektor ~w , że ‖A~w‖ = ‖~w‖ ?

Rozwia↪zanie Pierwszy sposób. Mamy
∣∣∣∣
−2 5
−5 13

∣∣∣∣ = (−2) ·13−5 · (−5) = −1 , wie↪c macierz

A−1 odwrotna do macierzy A =
(−2 5
−5 13

)
ma ca lkowite wspó lczynniki. Wobec tego, jeśli liczby

a, b sa↪ ca lkowite, to liczby x, y też, bo
(
x
y

)
= A−1

(
a
b

)
.

Drugi sposób. Mnoża↪c pierwsze równanie uk ladu równań
{−2x+ 5y = a
−5x+ 13y = b

przez −5 , drugie

przez 2 i dodaja↪c otrzymane równości stronami otrzymujemy y = −5a + 2b . Wynika sta↪d, że

2x = 5y−a = −26a+10b , zatem x = −13a+5b . Wobec tego, jeśli a, b ∈ Z , to również x, y ∈ Z .

Uwaga. W laśnie wykazalísmy, że
(−2 5
−5 13

)−1
=
(−13 5
−5 2

)
, choć nikt nie zleci l nam tej pracy.

Znajdziemy wartości w lasne

0 =
∣∣∣∣
−2− λ 5
−5 13− λ

∣∣∣∣ = (−2− λ)(13− λ)− (−5) · 5 = λ2 − 11λ− 1 =
(
λ− 11

2

)2 − 125
4 .

Wobec tego λ1 = 1
2 (11 − √125) = 1

2 (11 − 5
√

5 ) i λ2 = 1
2 (11 +

√
125 ) = 1

2 (11 + 5
√

5 ) . Jeśli

~v1 =
(
x
y

)
oznacza wektor w lasny odpowiadaja↪cy wartości w lasnej λ1 , to spe lnione sa↪ równania

{−2x+ 5y = 1
2 (11− 5

√
5 )x

−5x+ 13y = 1
2 (11− 5

√
5 )y

, czyli
{

5y = 1
2 (15− 5

√
5 )x

−5x = 1
2 (−15− 5

√
5 )y

, czyli
{
y = 1

2 (3−√5 )x
x = 1

2 (3 +
√

5 )y
. Ponie-

waż 1
2 (3 − √5 ) · 1

2 (3 +
√

5 ) = 1 , wie↪c otrzymane równania sa↪ równoważne, wie↪c uk lad ma nie-

skończenie wiele rozwia↪zań, wie↪c ma niezerowe rozwia↪zania (których istnienie wynika zreszta↪ z tego,

że liczbe↪ λ1 wybralísmy w laśnie tak, by one istnia ly). Niech np. ~v1 =
(

2
3−√5

)
. W identyczny

sposób sprawdzamy, że wektor ~v2 =
(

2
3 +
√

5

)
, to wektor w lasny , który odpowiada wartości

w lasnej λ2 = 1
2 (11 +

√
125 ) .

Mamy λ2 = 1
2 (11 +

√
125 ) > 1 , λ1λ2 = −1 , wie↪c 0 > λ1 > −1 . Sta↪d i z definicji wektora

w lasnego wynika, że ‖A~v1‖ = ‖λ1~v1‖ = |λ1|‖~v1‖ < ‖~v1‖ . Możemy wie↪c przyja↪ć, że ~u = ~v1 .

Analogicznie ~v = ~v2 . To oczywíscie nie jedyny wybór, ale mielísmy tylko wskazać jedna↪ pare↪

wektorów ~u , ~v ! Niech ~wt =
(

2
3 + t

√
3

)
, gdy −1 ≤ t ≤ 1 . Oczywíscie ~w−1 = ~v1 i ~w1 = ~v2 .

Jeśli f(t) = ‖A~wt‖
‖~wt‖ , to f(−1) < 1 < f(1) , a ponieważ funkcja f jest cia↪g la, wie↪c istnieje taka



liczba τ ∈ (−1, 1) , że f(τ) = 1 . Przyjmujemy ~w = ~wτ i stwierdzamy bez trudu, że zachodzi

równość ‖A~w‖ = ‖~w‖ .

Komentarz: Niektóre wektory ~y sa↪ skracane przez przekszta lcenie ~y −→ A~y , np. wektor

~v1 , inne sa↪ wyd lużane, np. wektor ~v2 , wie↪c nie ma w tym nic dziwnego, że „po drodze ” od wek-

tora ~v1 do wektora ~v2 natrafiamy na taki, którego d lugość nie zmienia sie↪. Jasne jest, że w tym

rozumowaniu w ogóle nie zwracamy uwagi na kierunek, bo pytano nas jedyne o d lugość. Z równości

‖A~v‖ oczywíscie nie wynika równość A~v = ~v .

Dodajmy jeszcze, że można by lo posta↪pić inaczej. Równość ‖A(xy
)‖ = ‖(xy

)‖ jest równoważna

temu, że ‖A(xy
)‖2 = ‖(xy

)‖2 , czyli równości

(−2x+ 5y)2 + (−5x+ 13y)2 = x2 + y2 ,

wie↪c równości 28x2 − 150xy + 193y2 = 0 . Ponieważ ∆ = (150y)2 − 4 · 28 · 193y2 = 884y2 , wie↪c

dla każdego y 6= 0 istnieje taka liczba x 6= 0 , że 28x2 − 150xy + 193y2 = 0 , a to oznacza, że

‖A(xy
)‖ = ‖(xy

)‖ . Można też ustalić x i szukać y . Jeśli np. x = 2 , to y ma spe lniać równanie

28·4−2·150·y+193y2 = 0 , co prowadzi do wniosku, że y = 1
193 (150±√221 ) . Dodajmy jeszcze, że

(−2 5
−5 13

)(
2

1
193 (150±√221 )

)
=
( 1

193 (−22± 5
√

221 )
1

193 (20± 13
√

221 )

)
, wie↪c wektor

(
2

1
193 (150±√221 )

)
NIE

jest wektorem w lasnym odpowiadaja↪cym wartości w lasnej 1 (zreszta↪ liczba 1 wartościa↪ w lasna↪
nie jest).

2. (10 pt.) Niech A =



−1

√
3 0

−√3 −1 0
−3

√
3 2


 .

Znaleźć wartości i wektory w lasne macierzy A .

Znaleźć wartości i wektory w lasne macierzy A−1 .

Znaleźć wartości i wszystkie wektory w lasne macierzy A3 .

Znaleźć macierz A3 .

Rozwia↪zanie Be↪dziemy szukać wartości w lasnych, które to liczby sa↪ pierwiastkami wielo-

mianu charakterystycznego, wie↪c be↪dziemy starać sie↪ roz lożyć ten wielomian na czynniki, wie↪c

wymnażanie jest ostatnia↪ rzecza↪, za która↪ należy sie↪ brać.

0 =

∣∣∣∣∣∣

−1− λ √
3 0

−√3 −1− λ 0
−3

√
3 2− λ

∣∣∣∣∣∣
trzecia=======

kolumna
0 ·
∣∣∣∣

∣∣∣∣− 0 ·
∣∣∣∣

∣∣∣∣+ (2− λ) ·
∣∣∣∣
−1− λ √

3
−√3 −1− λ

∣∣∣∣ =

= (2− λ)
(
(−1− λ)2 +

√
3

2)
= (2− λ)

(
(1 + λ)2 − i2√3 2

)
= (2− λ)(1 + λ− i√3 )(1 + λ+ i

√
3 ) ,

zatem λ1 = 2 , λ2 = −1− i√3 oraz λ3 = −1 + i
√

3 .

Znajdziemy wektory w lasne odpowiadaja↪ce λ1 . Jeśli ~v1 =
(x
y
z

)
, to musi być spe lniony uk lad

równań




−3x+ y

√
3 + 0z = 0

−x√3− 3y + 0z = 0
−3x+ y

√
3 + 0z = 0

. Dziela↪c pierwsze równanie przez −√3 i dodaja↪c wynik do dru-

giego otrzymujemy −4y = 0 , wie↪c y = 0 . Wobec tego również x = 0 (z pierwszego równania).

Wykazalísmy, że wektory w lasne odpowiadaja↪ce λ1 to wektory postaci
(

0
0
z

)
, z 6= 0 , np.

(
0
0
1

)
.

W zasadzie te rachunki sa↪ zbe↪dne, bo każdy, kto rzeczywíscie potrafi mnożyć macierze, widzi to

od razu: mnożenie macierzy przez wektor postaci
(

0
0
z

)
to mnożenie jej trzeciej kolumny przez



liczbe↪ z , wie↪c wynik to
(

0
0
2z

)
= 2

(
0
0
z

)
.

Teraz zajmiemy sie↪ λ2 . Jeśli ~v2 =
(x
y
z

)
, to musi być spe lniony uk lad równań





ix
√

3 + y
√

3 + 0z = 0
− x
√

3 + iy
√

3 + 0z = 0
−3x + y

√
3 + (3 + i

√
3 )z = 0

Mnoża↪c pierwsze równanie przez liczbe↪ i otrzymujemy drugie, wie↪c te dwa sa↪ równoważne. Pierw-

sze można zapisać w postaci y = −ix . Wtedy trzecie przybiera postać

−(3 + i
√

3 )x+ (3 + i
√

3 )z = 0 ,

czyli z = x . Przyjmuja↪c x = 1 otrzymujemy wektor ~v2 =
(

1
−i
1

)
.

Ponieważ macierz jest rzeczywista i λ3 = λ̄2 , wie↪c jednym z wektorów w lasnych odpowiada-

ja↪cych λ3 jest wektor
(

1
i
1

)
.

Z równości A~v = λ~v wynika od razu, że A−1~v = λ−1~v , zatem wartościami w lasnymi macierzy

A−1 sa↪ liczby 1
2 , 1
−1−i√3

= 1
4 (−1 + i

√
3 ) oraz 1

−1+i
√

3
= 1

4 (−1 − i√3 ) a odpowiadaja↪ te same

wektory w lasne, co w przypadku macierzy A , czyli kolejno
(

0
0
1

)
,
(

1
−i
1

)
i wreszcie

(
1
i
1

)
.

Jeśli A~v = λ~v , to A3~v = λ3~v , zatem wartościami w lasnymi macierzy A3 sa↪ liczby λ3
1 =

=23 = 8 , λ3
2 = (−1 − i√3 )3 = 8 i λ3

2 = (−1 + i
√

3 )3 = 8 , a odpowiadaja↪cymi im wektorami sa↪

kolejno:
(

0
0
1

)
,
(

1
−i
1

)
i
(

1
i
1

)
.

BARDZO WAŻNE STWIERDZENIE

Jeśli A~v = λ~v , to dla każdej liczby c zachodzi równość A(c~v) = λ(c~v) .

Jeśli A~v1 = λ~v1 i A~v2 = λ~v2 , to zachodzi równość A(~v1 + ~v2) = λ(~v1 + ~v2) .

Z tego stwierdzenia wynika, że zbiór wektorów w lasnych, który zawiera wektor ~v , zawiera też ca la↪
prosta↪ przechodza↪ca↪ przez punkt 0 wyznaczona↪ przez ~v . Jeśli zawiera dwa nierównoleg le wektory

~v1 i ~v2 , to zawiera wszystkie wektory postaci c1~v1+c2~v2 , gdzie c1, c2 sa↪ dowolnymi liczbami, a to

oznacza, że zawiera p laszczyzne↪ przechodza↪ca↪ przez 0 równoleg la↪ do obu wektorów ~v1 i ~v2 . Jeśli

zawiera trzy wektory nie leża↪ce w jednej p laszczyźnie, to zawiera ca la↪ trójwymiarowa↪ przestrzeń.

Z tego, co napisa lem, wynika, że zbiór wektorów w lasnych macierzy A3 zawiera wszystkie

wektory postaci c1

(
0
0
1

)
+ c2

(
1
−i
1

)
+ c3

(
1
i
1

)
, czyli wszystkie wektory ~r postaci

(x
y
z

)
. Oznacza to,

że dla każdego wektora ~r mamy A3~r = 8~r . W szczególności A3

(
1
0
0

)
=
(

8
0
0

)
, A3

(
0
1
0

)
=
(

0
8
0

)
i

A3

(
0
0
1

)
=
(

0
0
8

)
. Oznacza to, że A3 =




8 0 0
0 8 0
0 0 8


.

Uwaga Pomnożenie macierzy A przez siebie, a potem otrzymanego wyniku przez A nie jest

b le↪dem, ale jest strata↪ czasu i jasnym komunikatem dla sprawdzaja↪cego, że student cia↪gle jeszcze

nie wie, co to jest wektor w lasny, choć jest w stanie poprawnie różne rzeczy obliczyć. Apeluje↪ o

mniej „maszynowe” podej́scie do nauki matematyki (i zapewne innych przedmiotów).



3. (10 pt.) Niech A = 1
9




1 8 −4
8 1 4
−4 4 7


 .

Znaleźć wartości i wektory w lasne macierzy A .

Znaleźć wartości i wektory w lasne macierzy A−1 .

Znaleźć wartości i wszystkie wektory w lasne macierzy A2 .

Znaleźć macierz A2 .

Znaleźć wszystkie takie wektory ~v ∈ R3 , że ‖A~v‖ = ‖~v‖ .

Rozwia↪zanie Jasne jest, że jeśli liczba λ jest wartościa↪ w lasna↪ macierzy A , to liczba 9λ jest

wartościa↪ w lasna↪ macierzy 9A . Wektory w lasne macierzy A i macierzy 9A to te same wektory.

Zajmiemy sie↪ wie↪c macierza↪ 9A , bo choć radzimy sobie z u lamkami nienajgorzej, to jednak prefe-

rujemy liczby ca lkowite.* Zaczynamy oczywíscie od wartości w lasnych.

0 =

∣∣∣∣∣∣

1− λ 8 −4
8 1− λ 4
−4 4 7− λ

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)

∣∣∣∣
1− λ 4

4 7− λ
∣∣∣∣− 8

∣∣∣∣
8 4
−4 7− λ

∣∣∣∣− 4
∣∣∣∣

8 1− λ
−4 4

∣∣∣∣ =

= (1 − λ)(λ2 − 8λ − 9) − 64(7 − λ + 2) − 16(8 + 1 − λ) = (1 − λ)(λ + 1)(λ − 9) − 80(9 − λ) =

=(λ− 9)
(
(1−λ)(1 +λ)− 80

)
= (λ− 9)(81−λ2) = −(λ− 9)2(λ+ 9) . Wynika sta↪d, że wartościami

w lasnymi macierzy 9A sa↪ liczby λ1 = 9 = λ2 i λ3 = −9 . Jeśli
(x
y
z

)
jest wektorem w lasnym odpo-

wiadaja↪cym wartości w lasnej 9 , to spe lniony jest uk lad równań:

{−8x+ 8y − 4z = 0
8x− 8y + 4z = 0
−4x+ 4y − 2z = 0

. Uk lad ten

jest równoważny temu, że 2x−2y+z = 0 . Oznacza to, że wektory w lasne odpowiadaja↪ce wartości

w lasnej 9 tworza↪ p laszczyzne↪ o podanym przed chwila↪ równaniu.
(x
y
z

)
jest wektorem w lasnym

odpowiadaja↪cym wartości w lasnej −9 wtedy i tylko wtedy, gdy

{ 10x+ 8y − 4z = 0
8x+ 10y + 4z = 0
−4x+ 4y + 16z = 0

. Dodaja↪c

dwa pierwsze równania, potem dziela↪c przez 18 , otrzymujemy x + y = 0 . Sta↪d i z pierwszego

równania wynika, że 2x − 4z = 0 , czyli x = 2z . Wynika sta↪d, że wektory w lasne odpowiadaja↪ce

−9 sa↪ postaci
(

2z
−2z
z

)
= z

(
2
−2

1

)
. Jak widać sa↪ one prostopad le do p laszczyzny z lożonej z wektorów

w lasnych odpowiadaja↪cych liczbie 9 .

Zajmijmy sie↪ teraz macierza↪ A . Jej wartościami w lasnymi sa↪ liczby 1 , 1 i −1 . Wektory

w lasne odpowiadaja↪ce wartości w lasnej 1 to wszystkie wektory w p laszczyźnie 2x − 2y + z = 0 ,

czyli prostopad le do wektora [2,−2, 1] . Wobec tego, jeśli 2x − 2y + z = 0 , to A
(x
y
z

)
=
(x
y
z

)
,

natomiast A

(
2
−2

1

)
= −

(
2
−2

1

)
=
(−2

2
−1

)
. Oznacza to, że wektory

(x
y
z

)
i A

(x
y
z

)
sa↪ symetryczne

wzgle↪dem p laszczyzny 2x − 2y + z = 0 . Wartościami w lasnymi macierzy A2 sa↪ liczby 12 , 12 i

(−1)2 , wie↪c liczby 1 , 1 i 1 . Odpowiadaja↪ im wektory w lasne, np. [1, 1, 0] , [1,−1,−4] i [2,−2, 1] ,

wzajemnie prostopad le, wie↪c nie leża↪ce w jednej p laszczyźnie. Wobec tego każdy wektor jest wek-

torem w lasnym odpowiadaja↪cym jedynce, a to oznacza, że A2 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


.

*A co na to klasyk? – Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk. = Good
God made the integers, all else is the work of man. – Leopold Kronecker, 1823 – 1891



Tak jak w poprzednim zadaniu, a nawet prościej, można doliczyć sie↪, że tak jest mnoża↪c

macierz A przez siebie i ryzykuja↪c pomy lki w obliczeniach.

4. (10 pt.) Rozwia↪zać uk lad równań
{
x′(t) = −6x(t)− 3y(t),
y′(t) = 8x(t) + 5y(t).

Rozwia↪zanie Zajmiemy sie↪ najpierw macierza↪

(−6 −3
8 5

)
. Wartości w lasne sa↪ pierwiastkami

równania 0 =
∣∣∣∣
−6− λ −3

8 5− λ
∣∣∣∣ = (−6 − λ)(5 − λ) + 3 · 8 = λ2 + λ − 6 = (λ − 2)(λ + 3) .

Wartościami w lasnymi sa↪ wie↪c liczby λ1 = −3 oraz λ2 = 2 . Wspó lrze↪dne x, y wektora w lasnego

odpowiadaja↪cego λ1 = −3 spe lniaja↪ uk lad równań
{−3x− 3y = 0

8x+ 8y = 0 , czyli równanie x + y = 0 .

Wspó lrze↪dne wektora w lasnego odpowiadaja↪cego wartości w lasnej λ2 = 2 spe lniaja↪ uk lad równań
{−8x− 3y = 0

8x+ 3y = 0 , czyli równanie 8x+ 3y = 0 . Rozwia↪zanie ogóle uk ladu równań ma wie↪c postać

c1
( 1
−1

)
e−3t + c2

(−3
8

)
e2t ,

tzn. x(t) = c1e
3t − 3c2e2t , y(t) = −c1e−3t + 8c2e2t .

5. (10 pt.) Znaleźć rozwia↪zanie uk ladu równań
{
x′(t) = −14x(t) + 25y(t),
y′(t) = −9x(t) + 16y(t),

które spe lnia warunek x(0) = −2 , y(0) = −1 .

Rozwia↪zanie Zaczniemy od znalezienia wartości w lasnych odpowiedniej macierzy:

0 =
∣∣∣∣
−14− λ 25
−9 16− λ

∣∣∣∣ = (−14− λ)(16− λ) + 9 · 25 = λ2 − 2λ− 14 · 16 + 32 · 52 =

= λ2−2λ−(15−1)(15+1)+152 = λ2−2λ+1 = (λ−1)2 , zatem λ1 = 1 = λ2 . Wspó lrze↪dne x, y wek-

tora w lasnego odpowiadaja↪cego λ1 = 1 spe lniaja↪ uk lad równań
{−15x+ 25y = 0
− 9x+ 15y = 0 , czyli równanie

−3x+ 5y = 0 . Mamy wie↪c tylko jeden kierunek w lasny. Znajdziemy wobec tego uogólniony wektor

w lasny odpowiadaja↪cy wektorowi
(5

3

)
, czyli rozwia↪żemy uk lad równań

{−15x+ 25y = 5
− 9x+ 15y = 3 . Jest on

równoważny jednemu równaniu −3x+5y = 1 , które ma oczywíscie nieskończenie wiele rozwia↪zań,

np. x = −2 , y = −1 . Rozwia↪zanie ogólne uk ladu wygla↪da tak

c1
(5

3

)
et + c2

[(−2(~v1+t~v2+t2~v3)eλt

−1

)
+ t
(5

3

)]
et ,

czyli x(t) = 5c1et+c2[−2+5t]et , y(t) = 3c1et+c2[−1+3t]et . Mamy znaleźć rozwia↪zanie spe lniaja↪ce

warunek pocza↪tkowy −2 = x(0) = 5c1−2c2 , −1 = y(0) = 3c1−c2 . Mnoża↪c drugie równanie przez

2 , naste↪pnie odejmuja↪c wynik od pierwszego równania otrzymujemy 0 = −c1 . Sta↪d natychmiast

wynika, że c2 = 1 . Wobec tego x(t) = [−2 + 5t]et , y(t) = [−1 + 3t]et .

Dlaczego tak rozwia↪zujemy uk lady równań różniczkowych?

Rozwia↪zaniem równania drugiego rze↪du o sta lych wspó lczynnikach okaza ly sie↪ funkcje, które

by ly iloczynem wielomianu i funkcji wyk ladniczej — quasiwielomiany. W przypadku uk ladu x′(t) =

Ax(t) można mieć nadzieje↪ na podobny rezultat. Szukamy wie↪c rozwia↪zania w postaci (~v1 + t~v2 +

t2~v3)eλt — stopień jest dwa lub mniejszy, ale móg lby być wie↪kszy, nie chce↪ komplikować oznaczeń.

Wektory ~v1 , ~v2 , ~v3 to po prostu jakieś wektory o tej samej liczbie wspó lrze↪dnych co wektor x(t) .

Podstawiamy hipotetyczne rozwia↪zanie do równania x′(t) = Ax(t) i otrzymujemy:

(~v2 + 2t~v3)eλt + λ(~v1 + t~v2 + t2~v3)eλt = A(~v1 + t~v2 + t2~v3)eλt) .



Po uporza↪dkowaniu wed lug pote↪g t i podzieleniu obu stron przez eλt wygla↪da to tak:

(~v2 + λ~v1) + t(2~v3 + λ~v2) + t2λ~v3 = A~v1 + tA~v2 + t2A~v3 .

Wystarczy loby wie↪c (a można wykazać, że tak musi być), by

A~v1 = λ~v1 + ~v2 , A~v2 = λ~v2 + 2~v3 i A~v3 = λ~v3 .

Np. jeśli ~v2 = 0 i ~v3 = 0 , to ~v1 jest wektorem w lasnym macierzy A , który odpowiada wartości

w lasnej λ — nie zak ladalísmy wcześniej, że λ to wartość w lasna macierzy A , w laśnie okaza lo sie↪, że

musi nia↪ być! Jeśli ~v3 = 0 6= ~v2 , to ~v2 jest wektorem wa↪snym odpowiadaja↪cym wartości w lasnej

λ , a ~v1 jest uogólnionym wektorem w lasnym odpowiadaja↪cym tej wartości w lasnej. Wreszcie

jeśli ~v3 6= 0 , to ~v3 jest wektorem w lasnym, ~v2 — uogólnionym wektorem w lasnym, a ~v1 też

nazywamy uogólnionym wektorem w lasnym dodaja↪c czasem drugiego rze↪du. Można wykazać, że

jeśli nie starcza wektorów w lasnych do napisania rozwia↪zania ogólnego, to można znaleźć uogólnione

wektory w lasne i podać rozwia↪zanie w postaci (wektorowego) quasiwielomianu.


