Matematyka A, kolokwium, 5 grudnia 2007, 18:10 — 19:40

Uzupehilem rozwigzanie zadania pigtego 2 stycznia 2008.

7n!—3n"+5n2-2007" /o . s < s
1. (5 pt.) Znalez¢ granice 11m — et 1311200 lub wykazal, ze ta granica nie istnieje.

. . . . | — . . |
Rozwiazanie: Poniewaz 0 < & = 1.2 .3 . n-l. n < %, wiec lim & = 0. Jesli
n—oo

nm n n n n nm

n > 6000, to 0 < 222007" — 9((72. (207" P 4028014-(%)"_2 — 16112056- (1)" 0,

n—oo

zatem lim 7”227?7?771 = 0. Poniewaz 0 < ”'2£S7n < "227?7?771 , wiec réwniez lim 7”'2739771 —0.
Wobec tego
) 7n! — 3n™ 4 5n? - 2007™ . 7 L —3+5- w
lim = lim — =
n—oo —2n! 4+ 13n™ + 11n - 2007" n—>co —2. 2L 4 134+ 11 - M
7-0-3+5-0 -3

T 2.0+13+11-0 13°

2. (5 pt.) Znalezé granice hm 1:11(17(30 :gz +§f’;;lz) lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.

Wyjasnié, czy istnieje taka liczba naturalna k > 1, ze dla kazdej liczby naturalnej

In(n2"+n—cosn) =~ 10

n > k zachodzi nieré6wnosé (0T BT smn )

Rozwigzanie: 0 < !C"b” < ni < %—>O 0< !5““” ‘ < ni < %—>0. Wobec tego
n—oo n—oo

In(n" 4+ n — cosn) . e +In(1+ W - 5)
= lim . =
n—coln(n!® +5n +sinn®)  n—ooInnl® +In(1+ 55 — S2pt)

n _1 __cosn
i 27lnn+ln(1 + W _ cg;n) y 27 + 1 (H_nﬁfn 027 ) 27+ ln(l+0 0) 27
— 11m - = l1m = — — _ .
n—c0 10Inn +In(1 + 25 — 2WR=)  n—oo 10 + 1n(1+n—“1*9—“;;5 104+ ln(1+0 0~ 10
nn

Z definicji granicy ciggu wynika wiec, ze istnieje taka liczba naturalna ng, ze dla kazdej

. . e, ‘2 In(n?"4+n—cos n) . . .
liczby naturalnej n > ng zachodzi nieréwnosé¢ Tn(n 0 Entsinn) — 10 < 1—0 , a z niej wynika, ze

In(n27+n—cosn) . In(n2"+n—cos n) 27 3
ln(n10+5n+sin nn) T < 1_0, WIQC ln(n10+5n+sinn") < 1_0 + 1_0 — 3 < 10 .

. 1 1 1 ... 1
3. Niech a,, = T T 3n0d T3 T t n=2

(2 pt.) Obliczy¢ a1, as i ag i wypisaé je w kolejnosci malejacej.

(8 pt.) Wpykazaé, ze ciag (a,) ma skonczona granice i ze ta granica jest rézna od 0.

Rozwigzanie: Poniewaz 3-14+1=4=6-1—2, wiec a; jest sumg jednego skladnika: a; = i .

_ 1 11, 1 _ 17 17 _ 1 _ 1 1 1 1,1 , 1 _
2=z Tz -7t -"70<68-1-"W - B=337tsaatssmmr — 10T 1316~
_ 104480465 _ 249 250 _ 25 __ 1750 1768 _ 17 _ . .
=~ 1040 = 040 < 7010 — 104 — 7m0 < 7as0 — 7o — G2. Irzy pierwsze wyrazy ciagu w

17 - 25

kolejnosci malejacej to a; = %, az = =5 1 az = {55 -
Jasne jest, ze liczba a, jest suma n sktadnikéw: réznica mianownikéw jest réwna 3, za-

6n—2—(3n+1)

czynamy od 3n + 1 i koniczymy na 6n — 2, wigc tych mianownikéw jest 1 + ————= =
=1+ % = 1+ n —1 = n. Najmniejszym skladnikiem tej sumy jest %%2, wiec a, >
n - 6nl 5 = %. Jesli wiec ciag (a,) ma granice, to nie jest ona mniejsza niz %. Mamy

1 1 1 1 1 1 o
Unt1 = 33 T 30D T 3manFr T T en—a T ngt Tonga (0CzyWiscie 6n+4 = 6(n+1)-2).

Wynika stad, ze

a —a, = 1 + R | _ 1 1 + 1 1 _ 1 _ 2 _
n+l1 n 7 6n+1 6n+4 3n+1 — 6n+l 6n+2 6n+4 6n+2 — (6n+1)(6n+2) (6n+4)(6n+2)




_ —6n+2
T (6n+1)(6n+2)(6n+4)

< 0. Wykazalismy, ze an11 < an dla n = 1,2,3,.... Oznacza to, ze ciag

(an) jest Scisle malejacy, a poniewaz wszystkie jego wyrazy sa wieksze od é , wiec ma granice i
jest nig jakas liczba wieksza lub réwna % .

Jesli cztowiek troche sie pomeczy z réznymi nieréwnosciami, ktére wystepowaly na zajeciach,
to moze te granice znalezé, ale zapewne nie w czasie kolokwium (z powodu braku czasu). W dal-
szej czesci wykladu pojawi sie twierdzenie, dzieki ktoremu mozna bedzie znalezé ja dosyé szybko.

Zdradze jej wartosé: % In2 = In /8 ~ 0,2310490602 .

4. (10 pt.) Znalez¢ pochodne nastepujacych funkcji: 2527 | arctg(cos z)+arctg( =) okres-
lonych na przedziale (0, 7).
Rozwigzanie: Mamy (xsm 2‘”)I = (eh”'Sin zz)’ % elna-sin 2z ( Inz - sin Qx)l %
= xsmh(% -sin2zx + Inx - 2cos2x) .
Przypomnijmy, ze (arctgz)’ = 1 +11,2 — bylo na wykladzie, wynika tez latwo z wzoru na

pochodng funkcji ztozonej: = = tg(arctgx), wiec

/ pochodna

1= (z) = (tg(arctgz)) [1+ tg?(arctgz)] - (arctgz)’ = [1 4 2?] - (arctgz)’.

zlozenia

Mamy teraz (arctg(cos r) + arctg(— ))/ pochodna 3 | (cosz) + %(L)’ -

Ccos T Jozonia 14cos? ¢ 141/ cos? z \cos z
—sinx 1 sinx __ _—sinx sin _ : . 4 .
=rond + /o o = Tieos®s + TTeo?s = 0. Wynik mozna bylo uzyskaé bez zadnych
rachunkow. Mozna bylo zauwazy¢, ze jesli tga = tg%ﬁ i0<a,8<3,t0a+p =7, starczy

przypomnieé sobie definicje funkcji trygonometrycznych. U nas « = arctg(cosz), wtedy tga =

1 1
cos T cos T

cosx oraz 3 = arctg( ), zatem tg 3 = . Rézniczkowalisémy wiec funkcje stata. Oczywiscie
na poczatku nauki szanse na to, ze ktos pomysli o takim rozwiazaniu sa minimalne, na to ma
szanse tylko kto$, kto ma sporg wprawe i kto ma zwyczaj zastanawiac sie nad tym, czy rachunkow

nie mozna jakos ominag.

5. Niech f(z)= {/x(3 —22) = V/3z —23.
(3 pt.) W jakich punktach funkcja f nie ma skonczonej pochodnej (tzn. jest nieréznicz-
kowalna)? OdpowiedZ nalezy uzasadnié.
(4 pt.) Znale7¢ przedzialy, na ktérych funkcja f jest Scisle rosnaca, na ktérych jest $cisle
malejaca.
(3 pt.) Korzystajac z uzyskanych rezultatéw naszkicowaé wykres funkeji f. Nie badaé

wypukloéci, nie szukaé asymptot . ..

Rozwigzanie: Mamy (znéw ¢wiczymy pochodng ztozenia)
/ 2
fl(x) = (3 3x—$3)/ — ((Sx _ $3)1/3) - % . (3:6 _ 333)—2/3 (3 — 3$2) = i/ﬁ Jasne

jest, ze mianownik jest zawsze nieujemny, wiec nie ma wplywu na znak pochodnej. Mamy tez

lim L=z — —00, bo licznik dazy do —2, a mianownik jest dodatni i dazy do 0. Wo-
/ _ . . 1 _ .1 1—22 _ .
bec tego f/(v/3) = —oo. Analogicznie f’(—v/3) oo. Mamy tez il—%i%/m 00, wige
f'(0) = +o0. Pochodna jest dodatnia, na przedziale (—1,1), wiec funkcja jest Scisle rosnaca
na przedziale [—1,1]. Na kazdej z pélprostych (—oo,—1), (1,00) pochodna jest ujemna (to

dotyczy tez punktéw ++/3, w ktérych pochodna nie jest skoficzonal), wiec funkcja jest $cigle



malejaca na kazdej z piprostych (—oo, —1], [1,00). Mozna jeszcze zauwazyé, ze f(—1) = — /2
i f(1) = V2~ 1,26. Oczywiscie przyblizanie liczby /2 w czasie kolokwium wymagane nie bylo,
istotne bylo jedynie to, ze /2 > 1, co kazdy student widzi natychmiast.

6. (3 pt.) Przez punkty A = (1,8) i X = (,0), gdzie = > 1, przechodzi prosta, ktéra
przecina o§ OY w punkcie Y = (0,y). Wyznaczy¢ liczbe y w zaleznosci od
wspétrzednej x punktu X .
(7 pt.) Niech X i Y oznaczaja punkty opisane w poprzedniej czesci zadania. Znalezé
najkrétszy z odcinkow XY .
Rozwigzanie: Niech O = (0,0), B = (1,0). Tréjkaty ABX i YOX sa podobne (Szanowny

Czytelniku, trzeba sobie narysowaé co$ na kartce!), wiec % = g—g, czyli % = ¥. Stad

y =22 = 78(9”;_15‘% = 8 + =25 . Niech d(z) = Va4 y? = \/SC2+ (84 —£7)? i niech f(z) =

:(d(x))2 = 2? 4+ (8 + -2;)%. Znajdziemy najmniejsza warto$¢ funkcji f, a potem znajdziemy
pierwiastek z tego wyniku, czyli najmniejsza wartos¢ funkcji d. Tak wolno postapié, bo im
wieksza liczba podpierwiastkowa, tym wiekszy pierwiastek z niej. Obliczamy pochodng: f'(x) =
=2z +2(8 + %) . ﬁ =2r—2- % . ﬁ = 2x(1 — %) . Ta pochodna jest rowna 0
wtedy i tylko wtedy, gdy = — 1 = 4 — interesuja nas wylgcznie liczby x > 1! Jasne jest, ze jesli
x >5,to f'(x) >0, zatem na pélprostej [5,00) funkcja f jest Scisle rosnaca. Jesli 1 <z <5,
to f'(x) < 0, aztego wynika, ze na przedziale (1,5] funkcja f jest scisle malejgca. Z tych dwoch

zdan wnioskujemy, ze najmniejsza, wartos¢ funkcja f przyjmuje w punkcie 5. Ta najmniejsza
wartosé réwna jest 52 + (8 + 5_%)2 = 125. Wobec tego najkrétszy z odcinkéw, ktérymi byli

zmuszeni sie Panstwo interesowaé¢ w czasie kolokwium ma dihugosé /125 = 5v/5; jego koricami
sa punkty (5,0) i (0,10).




