Matematyka A, egzamin, 21 czerwca 2007, rozwigzania zadan

Byt bilad w rozwigzaniu zadania 7. Wykryl go jeden ze studentéw. Moga tu by¢ jeszcze inne bledy. W

razie watpliwosci prosze o kontakt elektroniczny.

1. Predkos$é¢ wody wyplywajacej przez otwér w dnie naczynia jest réwna 0,6v/2Gh, gdzie G = 10z,

a h oznacza glebokos¢ wody. Naczynie ma ksztalt walca o srednicy podstawy 2R = 1,8 m. Otwor

w dnie ma $rednice 2r = 6 cm. Wysoko$é¢ walca jest rowna H = 2,45 m. Po jakim czasie cata woda
wycieknie z walca? Zakltadamy, ze w chwili poczatkowej walec jest wypetiony w catosci wodg,.

Rozwiazanie. Niech h(t) oznacza gleboko$¢ wody w naczyniu w chwili ¢. W szczegdlnosci

h(0) = 2,45 . W bardzo krétkim czasie At z naczynia wyplynie w przyblizeniu O,GM At-mer?

0,6+/2Gh(t)-At-7-r2

- R?
bierze sie stad, ze predkos¢ wody w zadnym momencie nie jest stata. W granicy otrzymujemy

—h/(t) — lim h(t)—Z(tt—i-At) 06\/27?117,{(215 rer? —06@ R2 \/— 750 m

At—0

wody. W wyniku tego poziom wody obnizy sie o h(t) — h(t + At) ~

. Przyblizenie

— oczywiscie do granicy przechodzimy po podzieleniu otrzymanej réwnosci przyblizonej przez At,

bo inaczej otrzymalibySmy malo interesujaca réwnos$¢ 0 = 0. Mamy wiec h((t)) = ;g(_) Stad
2/h(t) = [ LW gt — — [Bat = — Bt 4 O, wiee h(t) = (£ — 1£t)”. Stad wynika, 7e

NOO)
2,45 = h(0) = (%)2, wiec % = /2,45. Oczywiscie h(t) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy

t =100 § =750 /2> =750 /0,49 = 750 - 0,7 = 525 s = 8% min. M

2. (a) ZnaleZé rozwigzanie ogdlne réwnania rézniczkowego (2t + 1)x'(t) = 2x(t) + 4t .

(b) Znalez¢ rozwiazanie spemiajace warunek x(—1) = 0. Znalezé lim/ x(t).
t——1/2

Rozwiagzanie. Rozwiazemy najpierw réwnanie jednorodne (2t 4+ 1)2’(t) = 2z(t) . Mamy wiec

In|z(t)] = 9;((;)) dt = [ 52= ser dt = In |2t + 1] + C1, gdzie €1 oznacza pewna stala. Z otrzymane;

réwnoéci wynika od razu, ze z(t) = e (2t + 1) = C - (2t + 1). Uzmiennimy stalg C, czyli
znajdziemy rozwigzanie réwnania (2t + 1)z’(¢) = 2x(t) + 4t w postaci z(t) = C(t)(2t + 1), gdzie
C oznacza nieznang funkcje rozniczkowalna. Po podstawieniu do rownania otrzymujemy

C'(t)(2t + 1) +2C(t)(2t + 1) = 2C(t)(2t + 1) + 4t ,

wiec C'(t) = (2ti—tl)2’ Stad wynika, ze

t)=/ (2tf1)2 =/ (2?112)2 dt — [ ﬁdt =/ ﬁdt -/ (2t42r1)2 dt = In |2t + 1] + 2t+1 +c.
Wobec tego funkcja (264 1)1In |2t + 1|+ 1+ ¢(2t+ 1) jest rozwigzaniem rozpatrywanego réwnania.
Z réwnosci 0 =z(—1) = (-24+1)In|—2+1|+1+4¢(—2+1) =1 —c wynika, ze ¢ = 1. Wobec tego
rozwigzaniem speliajacym warunek poczatkowy jest funkcja (2t + 1) 1n |2t 4 1| 4 2t + 2. Poniewaz
lim,_,g+slns =0 — mozna to wywnioskowa¢ stosujac regute de I’'Hospitala, wiec

li 20+1)In |2t + 1|+ 1 2t4+1)) =1
ngl/g« + D)2t + 1+ 142t +1)) =1,

niezaleznicod c€ R. A




3. Znalez¢ objetosé i érodek masy jednorodnego obszaru G = {(z,y,2): 22+ % + %2 <1, z >0},

czyli znalezé Srodek masy odcinka [0, 1] zakladajac, ze gesto$¢ masy w punkcie x, ktéra oznaczamy
przez o(x), réwna jest polu elipsy % + %2 <1-—22.

22
9

o r2vVi==? 3 .3 y=2v1—x2sint 9y (/2 9 B
2 f—2\/1—a:2 (3\/1 e =y /4)dy P 12 (1 x )f_ﬁ/2cos tdt =

Rozwigzanie. Pole elipsy % + 2 <1 —2? jest réwne

w/2

_ 2\ [7/2 _ 2 1 _ 2

=6(1—= )f_ﬁ/2(1+COSQt)dt— 6(1—2%) (t+ §sm2t)|_7r/2 =6 (1 —2?).
Srodek masy znajduje sie w punkcie (z,0,0), co wynika z symetrii zbioru % + %2 < 1—2?% wzgledem
obu osi uktadu wspétrzednych. Masa zbioru G, czyli jego objetosé, jest réwna calce

fol 67(1 — 2%)dz = 67 (z — %x?’)hl) =6m(1—3) =4m.

W celu znalezienia $rodka masy nalezy znalezé jeszcze catke

fol 6rz(l — 2?)de = 67 (3% — %564)‘(1) =6m(5 — 1) =3r.
Pierwsza wspélrzedna srodka masy to iloraz % = % . Wobec tego $rodkiem masy zbioru G jest

punkt (%,0,0). [ |

4. Znalez¢ rozwiagzanie ogdlne réwnania
2 (t) +2'(t) — 62(t) = (15t2 + 6t)e? + (4t% + 6t — 2)e 2! + 10 cost.

Rozwigzanie. Zaczniemy od réwnania jednorodnego z”(t) 4+ a’(t) — 6z(t) = 0. Pierwiastkami
réwnania charakterystycznego A% + X —6 = 0 sa liczby 2 i —3. Wobec tego rozwigzaniem ogélnym
jest funkcja cie?t + coe™3t. Teraz zajmiemy sie kolejno réwnaniami
2" (t) + 2/ (t) — 62(t) = (15t + 6t)e?t
2" (t) + 2/ (t) — 62(t) = (4¢2 4 6t — 2)e~ 2,

z'"(t) + 2’ (t) — 6x(t) = 10 cost.
W pierwszym przypadku mozna znalezé rozwiazanie w postaci t(At? + Bt + C)e?® — nastepuje
podwyzszenie stopnia o 1, bo 2 jest jednokrotnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego.

Podstawiajac to wyrazenie do pierwszego rownania otrzymujemy

(1582 + 6t)e? = ((At® + B2t + Ct)e*)” + ((A#? + B2t + Ct)e?) — 6(At® + B2t + Ct)e? =
= (4A83 + (12A+ 4B)t* + (6A + 8B + 4C)t + 2B + 4C)e* +
+ (2483 + (3A + 2B)t* + (2B + 2C)t + C)e* — 6(At® + B*t + Ct)e? =
= (15A4¢% + (6A + 10B)t + 2B + 5C) e
Poniewaz réwnosé ma zachodzié¢ dla wszystkich liczb rzeczywistych ¢, wiec musza zachodzié¢ réwnosci
154 =15, 6A+10B=6 1 2B+5C =0, atooznacza,ze A=11i B=C = 0. Wobec tego funkcja
t3e?! jest jednym z rozwigzan pierwszego réwnania.
Liczba —2 nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, zatem drugie réwnanie ma
rozwigzanie postaci (At? + Bt + C)e~2'. Podstawiajac do réwnania otrzymujemy
(462 + 6t — 2)e™ 2 = (4At? + (—8A+4B)t + 24 — 4B +4C)e % +
+ (=242 + (2A—2B)t+ B —2C)e™% — 6(At> + Bt + C)e % =
= (—4A¢* — (6A+4B)t + (24— 3B — 4C))e™?".



Wobec tego A = —1, 6A+4B = —6 i 24 — 3B —4C = —2, zatem B = 0 = C'. Funkcja —t%e~?*
jest wiec jednym z rozwiagzan drugiego réwnania.

Rozwiagzan trzeciego réwnania mozemy szukaé w postaci Acost + Bsint, bo liczba 4 nie jest
pierwiastkiem réwnania charakterystycznego. Mogliby$my poszukiwac ich tez w postaci zespolonej
ae’ + be~" | ale wolimy od razu w rzeczywistej; przypomnijmy tylko, ze cost = 3 (e’ + =) oraz
sint = (et —e™).

Podstawiajac do réwnania otrzymujemy 10cost = (—Acost — Bsint) + (—Asint + Bcost) —
6(Acost+ Bsint) = (—=7TA+ B)cost+ (—A—TB)sint, zatem 10 =—-7A+B i 0=—-A—-"7B, czyli
A= —% i B= %, zatem funkcja —%
Stad wynika, ze rozwigzaniem ogdlnym réwnania wyjsciowego jest funkcja

t3e?t — 272 — % cost + gsint + cre® + coe™? M

cost + % sint jest jednym z rozwigzan trzeciego réwnania.

a'(t) = x(t) —y(t) — 2(t),
5. Znalez¢ rozwigzanie ogdlne ukladu réwnan: y(t) = x(t) +y(t),
2 (t) = 3z(t) + 2(t).

1 -1 -1
Rozwigzanie. Niech M =| 1 1 0 |. Réwnanie charakterystyczne macierzy M wyglada
3 0 1
1-Xx -1 -1
tak: 0 =det(M —X)=| 1 1-X 0 |=0=-23+401-X)=10-XN)((1-N?+4),
3 0 1—A

zatem wartosciami wlasnymi macierzy M sg liczby 1, 14 2¢ oraz 1 — 2i. Wspdhrzedne wektora

wlasnego odpowiadajacego wartoéci wlasnej 1 spehliajg réwnania vy — vo — vz = vy, v1 + V2 = Vg

i 3v; +v3 = w3, zatem vy = 0 i vo = —v3. Jednym z wektoréw wilasnych jest wektor m
Wspéhrzedne wektora wilasnego, ktory odpowiada wartodci wiasnej 1 + 2¢ spelniaja, nastepujace
réwnania vy — vy — vy = (1 + 20)vy, v; +v2 = (1 4+ 2i)ve i vy + vy = (1 + 2i)vs, zatem
v1 = 2ive 1 3vy = 2ivs . Spelnione sg te rownania np. przez wspdétrzedne wektora (21,—1,35 Poniewaz

1+ 2i=1-2i i wyrazy macierzy M sa rzeczywiste, wiec wartosci wlasnej 1 — 2i odpowiada m.in.

T 3 . . s . . s .
wektor wlasny (—2i,1,3). Rozwiazaniem ogélnym uktadu jest funkcja (o wartosciach w C3)

cret | +cge1 201 T +cze1 =200 T = et | +(ca+c3)et | cos(2t) | —sin(2t) 0 +

0 2
+ (62 — Cg)iet |:Sin(2t) <;’> + COS(Qt) <8> :| .
W wersji rzeczywistej wyglada to tak

cret <_(1)1> —i—éget[cos(Qt) (g) ~ sin(2t) (é” —|—E3et[sin(2t) (g) + cos(21) (é” .

Mamy jeszcze znalezé rozwiazanie szczegdlne spelniajace warunek poczatkowy. Bez trudu stwier-

dzamy, ze przyjmujac c¢; =0, ¢ =0 i ¢3 =1 otrzymujemy poszukiwana, funkcje. B

6. Znalez¢ punkty zerowania sie gradientu funkcji f i lokalne ekstrema tej funkcji oraz wyjasnié, ktore



z nich sa minimami, a ktére maksimami, jedli f(x,y) = 16y* — 2* — 1622y — 32y? dla (x,y) € R?.
Wskazéwka. W otoczeniu tego z punktéw krytycznych, ktérego charakteru nie da sie wyjasnié¢ za
pomoca ogdlnego twierdzenia, rozwazyé f na jednej z osi oraz na paraboli 4y + 22 = 0.

Rozwigzanie. Mamy %(m,y) = —4x® —32zy = —4x(2? +8y) i g—g(x,y) = 641> — 64y — 1622 .

Z réwnoscei %(m,y) = 0 wynika wiec, ze = 0 lub 22 = —8y. Z réwnoéci = = 0 i g—i(x,y) =0
wynika, ze y = 0 lub y = 1, lub y = —1. Z réwnosci 22 = —8y i g—i(x,y) = 0 wynika, ze

64y> + 64y = 0, czyli ze y = 0, a wiec réwniez x = 0.
2

Mamy grg(:c,y) = —122% — 32y, ;%gy(x,y) = —32x oraz ng{(:c,y) = 192y? — 64. Wobec

tego D2f(0,—1) —<302 12 8>' Ta macierz jest dodatnio okreslona (kryterium Sylvestera), wiec w

punkcie 0, —1 funkcja ma lokalne minimum wlasciwe, czyli w dostatecznie maltym otoczeniu punktu

o . L .. . . —32
(0,—1) przyjmuje jedynie wartosci wigksze niz w tym punkcie. Mamy tez D?f(0,1) —< (;)) 138 )
Otrzymana macierz ma jedna ujemna wartos¢ wlasna, —32 i jedna dodatnia 128. Wynika st6adf,
ze w dowolnym otoczeniu punktu (0,1) znajdujg sie punkty, w ktérych funkcja przyjmuje zaréwno
wartosci wieksze niz w tym punkcie jak i takie, w ktoérych wartosci funkcji sg mniejsze niz w tym
0 0

0 64) Tym razem

punkcie, nie ma wigc w tym punkcie lokalnego ekstremum. Dalej D?f(0,0) —<

nie da sie wywnioskowaé, czy funkcja ma w punkcie (0,0) lokalne ekstremum z postaci drugiej

4 wiec funkcja ograniczona do

rézniczki, to zalezy nie tylko od niej. Mamy jednak f(z,0) = —x
osi OX ma w punkcie 0 lokalne maksimum wiasciwe, a z tego wynika, ze nie ma w tym punkcie

)=t p et — 325 = 2 4 24 > 0 dla

lokalnego minimum (réwniez niewlasciwego). f(z, —
x # 0. Wykazali$my, ze w punktach dowolnie bliskich punktowi (0,0) funkcja przyjmuje wartosci
wieksze niz w punkcie (0,0), a to oznacza, ze w tym punkcie nie ma lokalnego maksimum (réwniez
niewlasciwego). Poniewaz nie ma ani lokalnego maksimum ani lokalnego minimum, wiec funkcja f

nie ma w tym punkcie lokalnego ekstremum. W

. Niech C = {(z,y): —-8<x<4, |yl <4} i flz,y) =a® - 27Tz + 2y?.

Znalez¢ lokalne ekstrema funkcji f .

Zmnalez¢ najwieksza, i najmniejsza wartos¢ funkcji f w zbiorze C' lub wykazaé, ze funkcja nie przyj-
muje ktorejs wartosci ekstremalnej w tym zbiorze.

Rozwigzanie. Mamy %(m,y) = 322 — 27 + y? oraz g—i(x,y) = 2xy. Jesli g—i(x,y) =0 to

x =0 lub y = 0. W pierwszym przypadku z réwnosci %(m,y) = 0 wynika, ze y = £3V/3;

w drugim z réwnosci %(m,y) = 0 wynika, ze * = +3. Mamy wiec cztery punkty, w ktérych

gradient zeruje sie: (3,0), (—3,0), (0,—3v/3) i (0,3v/3). Mamy tez D2f(z,y) :<gz ;Z) za-

tem D2f(3,0) :(108 g), D%f(-3,0) :(‘018 _06>, D2 f(-3v/3,0) :<—60\/§ _60\@) oraz



D?f(3/3,0) = < 6\0/5 6\0/§> W pierwszym przypadku mamy do czynienia z lokalnym minimum

wilasciwym, a w drugim — z lokalnym maksimum wlasciwym, w trzecim i w czwartym z siodlami.

Poniewaz funkcja f jest ciagla, a zbiér C' jest domkniety i ograniczony, wiec funkcja f osiaga
na nim warto$é¢ najwieksza i warto$¢ najmniejszg. Moze przyjmowaé ktérakolwiek z nich wewnatrz
obszaru lub na jego brzegu. Poniewaz 3v/3 > 5 > 4, wiec punkty (0,—3v/3) i (0,3v/3) nie leza w
zbiorze C. Punkty (3,0) i (—3,0) leza w zbiorze C'. Mamy f(3,0) =33 —27-3=—-2.27 = —54,
f(=3,0)=-33+27-3=2-27=54.

Teraz zajmiemy sie brzegiem zbioru C'. Mamy f(—8,y) = —296—8y?. Jedli |y| < 4,to —424 =
=—296—8-16 < f(—8,y) < —296. Jesli |y| <4,to —44 < f(4,y) = —44+4y* < —44+4-16 = 20.
Dalej f(z,4) = f(z,—4) = 2® — 11z. Poniewaz (2® — 11z)’ = 322 — 11, wiec na przedziale

{— 8, — %] funkcja 23 — 11z roénie od wartosci —424 do wartosci % /33 < % -6 = % < 16,
na przedziale [— ,/%, 1/ %} — maleje od wartosci % -1v/33 do wartoéci —% -v/33 > —16, ana

przedziale [w / %,4] rosnie od wartosci —% -4/33 do wartosci 20.

Wobec tego najmniejsza wartodcig funkcji f w zbiorze C jest —424, a najwieksza — 54. B




