Matematyka A, egzamin, 21 czerwca 2007, 9:00 — 12:16

Rozwiazania réznych zadan maja znaleZé sie na réznych kartkach, bo sprawdzaé je beda rézne osoby.
Kazda kartka musi by¢ podpisana w LEWYM G ORNYM ROGU nazwiskiem i imieniem piszacego, jego
nr. indeksu oraz nr. grupy ¢wiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadzgcej ¢wiczenia .

Nie wolno korzystaé¢ z kalkulatoréw, telefoné6w komorkowych ani innych urzadzen elektro-
nicznych; jesli ktos ma, musza byé schowane i wylaczone! Nie dotyczy rozrusznikow serca.

Nie wolno korzystac z tablic ani notatek!

Wizystkie stwierdzenia nalezy uzasadniaé¢. Wolno i NALEZY powolywadé sie na twierdzenia, ktére zostaty

udowodnione na wykladzie lub na é¢wiczeniach.

1. Predkos¢ wody wyplywajacej przez otwér w dnie naczynia jest réwna 0,6v2Gh, gdzie G = 105,
a h oznacza glebokos¢ wody. Naczynie ma ksztalt walca o Srednicy podstawy 2R = 1,8 m. Otwoér
w dnie ma $rednice 2r = 6 cm. Wysoko$é¢ walca jest rowna H = 2,45 m. Po jakim czasie cata woda

wycieknie z walca? Zakladamy, ze w chwili poczatkowej walec jest wypeliony w calosci woda,.

2. (a) ZnaleZé rozwigzanie ogdlne réwnania rézniczkowego (2t + 1)a'(t) = 2x(t) + 4t .

(b) Znalez¢ rozwigzanie spelniajace warunek z(—1) = 0. Znalez¢é lim/ x(t).
t——1/2
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3. Znalez¢ objetosc i srodek masy jednorodnego obszaru G = {(z,y,2): 2°+ 4 + %5 <1, z >0},
czyli znalezé Srodek masy odcinka [0, 1] zakladajac, ze gesto$¢ masy w punkcie x, ktéra oznaczamy

2

przez o(x), réwna jest polu elipsy % +5 <1- 2.

4. Zmalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania

2" (t) + 2/ (t) — 62(t) = (15t + 6t)e?t + (4t% + 6t — 2)e =2t + 10 cost.

a'(t) = x(t) —y(t) — 2(1),
5. Znalezé rozwigzanie ogdlne uktadu réwnan: y(t)= z(t) + y(t)
2'(t) = 3z(t) + 2

Znalez¢ rozwigzanie uktadu spehiajace warunek z(0) =2, y(0) =0, 2(0) =0.

6. Znalezé punkty zerowania sie gradientu funkcji f i lokalne ekstrema tej funkcji oraz wyjasnié, ktore
z nich sa minimami, a ktére maksimami, jesli f(z,y) = 16y* — 2* — 1622y — 32y? dla (z,y) € R?.
Wskazéwka. W otoczeniu tego z punktéw krytycznych, ktérego charakteru nie da sie wyjadnié¢ za

pomocy ogdlnego twierdzenia, rozwazyé f na jednej z osi oraz na paraboli 4y + 22 = 0.

7. Niech C = {(z,y): —-8<z<4, |yl <4} i f(z,y) =23 27z + 2y?.
Zmalez¢ lokalne ekstrema funkcji f.
Zmnalez¢ najwigksza, i najmniejszg wartos¢ funkcji f w zbiorze C' lub wykazaé, ze funkcja nie przyj-

muje ktérejs wartosci ekstremalnej w tym zbiorze.




