Matematyka A, kolokwium, 21 marca 2007, 15:40 — 17:00
Poprawione literéwki (niektére?), 27 marca 2007; 14;30

1. Obliczy¢ [ (ae —a* + sin(2z) + sinz cos z) dx .
Rozw. [ (3536_9”2) dz % - %x2e_z2 +f (:Ue_xQ)dx = —%x%_IQ - %e‘xQ + C, bowiem
(e‘xQ)/ = —2z¢™* . [sin(2z)dz % 1 [sinudu = —3 cosu+ C = —3 cos(2z) + C.
[ (sinz cos z) dx % fudu = 3u? +C = Lsin’z + C. Z tych trzech réwnosci wynika od
U=CO0S ax
razu, ze | (:U3e_x2 + sin(2z) + sinz cos x) do = éxQe_”” - %e‘xQ — Lcos(2z) + Lsin®2 + C.
Uwaga: sin(2x) = 2sinzcosz, wiec jedng z calek obliczyliSmy dwukrotnie otrzymujac réznie
wygladajace wyniki. Dlaczego w rzeczywistosci jest to ten sam rezultat?
. 7’ t
2. Obhczyc fOOO 21+ 5¢t 16 dt.
t rx=et d 1 1
ROZW. fmdtﬁ IWJ;‘:—&-G:[(I——FZ—I—FS)dwiln‘x—FQ‘ ln|m+3]+C’:
_ 12 _ ‘42 +2 3 _ 3 _ 1, 4
—h’l|z—+3| +C—ln‘2t+3‘ +C, zatem fO mdt— lim 1H|et+3 —1In 1 —lnl—lnz —h’l§
3. Obliczy¢ érodek ciezkosci jednorodnego obszaru, ktory jest ograniczony wykresami funkeji

f(x) = cos ¢ i g(x)=1-22.

Rozw. Niech ¢(z) = f(z) — g(z) = cos Z£ — 1 + 2? = 2% — 2sin® =2 (bo cosa = cos? & 2g

g —sin® g =
=1 — 2sin? 5 ). Funkcja z — \/ﬁsm jest $cisle wypukla na przedz1ale [0,1], jako suma funkcji
liniowej () i $cisle wypuklej (— \/ism L). W obu koricach tego przedzialu przyjmuje warto$¢ 0.
Wobec tego w przedziale (0,1) jest ujemna. Tak samo jest oczywiscie w przypadku funkcji ¢ na
przedziale (0,1) i dzieki jej parzystosci réwniez na przedziale (—1 0) . Wykazalismy, ze na calym

przedziale [—1,1] z wyjatkiem punktéw —1, 0, 1 funkcja cos Zf przyjmuje wartosci mniejsze niz

funkcja 1 — 2?. Obie te funkcje sa dodatnie w przedziale (—1, ) Poniewaz (sint)’ = cost, wiec
f LcosZrdr = 2[sin T —sin % | = 2. Mamy tez f_ll(l—q:2)d |_ =2-(-23)=3%.

. . ) 4(r—3
Pole obszaru jest wiec réwne % —4_ 4=z=3)
T 3

Dla obliczenia pierwszej wspétrzednej srodka ciezkosci tego obszaru nalezy znalezé calke

f_ll (1 —a? —cos &) dz,
ale tu nie trzeba nic robié¢, bo funkcja podcatkowa jest nieparzysta, wiec catka z niej po przedziale
symetrycznym wzgledem 0 jest réwna 0, zreszty ze wzgledu na symetrie obszaru jasne jest, ze

srodek masy lezy na osi OY . Znajdziemy druga wspoélrzedna srodka masy zbioru, ktérym jestesmy

p 1
zmuszeni interesowa¢ sie. Srodek masy odcinka o konicach f(x) i g(x) to punkt 3 (f(z)+g(x), w

nim skupiona jest masa g(z) — f(z). Nalezy znalez¢ ,Srednia wazong”, czyli calke:
1 U
J1 5 (@) + 9(@)) (9(w) = f(@) do = 3 [, [(1 = 2%)2 = cos? 5| da =

= %f_l [1—222+a* — L (cos(mz)+1)] do = [£ — 323+ {52° — ;& sin(7rz) — 2]

-1

i otrzymany wynik podzieli¢ przez pole obszaru. Otrzymujemy pTe é;’?(?m) = 40(77 3 - Wobec tego




srodkiem masy tego obszaru jest punkt (0, 0(r=3) :_3)) .

4. Obliczyé¢ objetosé bryly powstalej w wyniku obrotu tuku paraboli y = 22 — 22, 0 < 2 < 2 wokdl
osi OX.
Rozw. Pole przekroju plaskiego prostopadlego do osi OX , przechodzacego przez punkt (z,0,0),

czyli kota o promieniu z(2 — z), jest réwne mx?(2 — )% = w(42? — 423 + 2*), zatem objetodé jest

2
réwna f02 m(42? — 423 4+ 2)do = w323 — 2t + %xﬂ‘ =m[32 -16+ 2] =167,
0

5. Zmnalezé dhugoéé wykresu funkcji y = In(2? — 1), gdzie 10 < 2 < 100.

Rozw. Mamy 3y = xgl_l ‘2z = % , zatem dlugo$é wykresu tej funkcji jest réwna
100 2z \2 ;. 100 219\2 ;100 4241 ;, 100 2 -
o 1+ (F5) dv = [ (557) de = [y Zrqde= [, (1+55)de=
— [0+ L - L)de= (e +Inje— 1| —Injz + 1)) ;0 =90 +1In 2 —n 10 — 90 + In 121
10 z—1 o+l 10 9 11 101 -

6. Znalez¢ wszystkie takie funkcje x:R — R, ze tz'(t) — 2z(t) = 0 i x(0) = 0 oraz wszystkie takie
funkcje y:R — R, ze ty'(t) —2y(t) =01 y(1) =1.

Rozw. Mamy 0= 0-2'(0) —x(0) = —2(0). Dla ¢ # 0 # x(t) mozemy napisaé¢ AU 2 Calkujac

obie strony tej réwnosci wzgledem ¢ otrzymujemy In|z(t)| = 2In|t| + C = Int? + C'. Wynika stad,
ze |x(t)] = e® 12, czyli z(t) = +e®-12. Funkcja o jako rézniczkowalna jest ciagla, wiec jej wartosci
majg taki sam znak na kazdym przedziale, na ktérym nie przyjmuje ona wartosci 0. Mozemy wiec
napisa¢, ze jesli tz’ — 2z = 0, to istnieja takie dwie liczby rzeczywiste ¢, d,* ze

cx? dlat >0,

r(t)=40 dlat=0,

dr? dlat <O0.
Jasne jest, ze nie zaleznie od wyboru liczb ¢,d otrzymujemy funkcje rézniczkowalna, w punkcie 0.
Mozna dodaé, ze jest ona dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ =d.
Wszystko, co do tej pory powiedzieliSmy dotyczy zaréwno funkcji = jak i funkcji y. Poniewaz

1=y(1)=c-1%2 = ¢, wiec

z?  dlat >0,
y(t) =<0 dlat=0,
dz? dlat<0

dla kazdej liczby rzeczywistej d.

* ¢ to dowolna liczba dodatnia, bo C oznacza dowolng liczbg rzeczywisty.



