
Matematyka A, kolokwium, 21 marca 2007, 15:40 – 17:00

Poprawione literówki (niektóre?), 27 marca 2007; 14;30

1. Obliczyć
∫ (

x3e−x
2

+ sin(2x) + sin x cosx
)

dx .

Rozw.
∫ (

x3e−x
2)

dx
przez

=====
cze� ści

− 12x2e−x
2

+
∫ (

xe−x
2)

dx = − 12x2e−x
2 − 12e−x

2

+ C , bowiem

(

e−x
2)′

= −2xe−x
2

.
∫

sin(2x)dx
u=2x

=======
du=2dx

1
2

∫

sinudu = − 12 cosu+ C = − 12 cos(2x) + C .

∫

(sinx cosx)dx
u=sin x

=========
du=cos dx

∫

udu = 1
2u
2 + C = 1

2 sin2 x + C . Z tych trzech równości wynika od

razu, że
∫ (

x3e−x
2

+ sin(2x) + sinx cosx
)

dx = − 12x2e−x
2 − 12e−x

2 − 12 cos(2x) + 1
2 sin2 x+ C .

Uwaga: sin(2x) = 2 sin x cosx , wie� c jedna� z ca lek obliczylísmy dwukrotnie otrzymuja� c różnie

wygla� daja� ce wyniki. Dlaczego w rzeczywistości jest to ten sam rezultat?

2. Obliczyć
∫

∞

0
et

e2t+5et+6 dt .

Rozw.
∫

et

e2t+5et+6 dt
x=et

=======
dx=et dt

∫

dx
x2+5x+6 =

∫ (

1
x+2 − 1

x+3 )dx = ln |x + 2| − ln |x + 3| + C =

= ln
∣

∣

x+2
x+3

∣

∣+ C = ln
∣

∣

et+2
et+3

∣

∣+ C , zatem
∫

∞

0
et

e2t+5et+6 dt = lim
t→∞

ln
∣

∣

et+2
et+3

∣

∣− ln 34 = ln 1− ln 34 = ln 43 .

3. Obliczyć środek cie� żkości jednorodnego obszaru, który jest ograniczony wykresami funkcji

f(x) = cos πx
2

i g(x) = 1− x2 .

Rozw. Niech ϕ(x) = f(x)− g(x) = cos πx
2
− 1 + x2 = x2 − 2 sin2 πx

4
(bo cosα = cos2 α

2
− sin2 α

2
=

=1 − 2 sin2 α
2

). Funkcja x −
√

2 sin πx
4

jest ścísle wypuk la na przedziale [0, 1] , jako suma funkcji

liniowej (x ) i ścísle wypuk lej (−
√

2 sin πx4 ). W obu końcach tego przedzia lu przyjmuje wartość 0 .

Wobec tego w przedziale (0, 1) jest ujemna. Tak samo jest oczywíscie w przypadku funkcji ϕ na

przedziale (0, 1) i dzie� ki jej parzystości również na przedziale (−1, 0) . Wykazalísmy, że na ca lym

przedziale [−1, 1] z wyja� tkiem punktów −1, 0, 1 funkcja cos πx2 przyjmuje wartości mniejsze niż

funkcja 1 − x2 . Obie te funkcje sa� dodatnie w przedziale (−1, 1) . Ponieważ (sin t)′ = cos t , wie� c

∫ 1

−1
cos πx

2
dx = 2

π

[

sin π
2
− sin −π

2

]

= 4
π

. Mamy też
∫ 1

−1
(1−x2)dx = (x− 1

3
x3)
∣

∣

1

−1
= 2
3
−
(

− 2
3

)

= 4
3

.

Pole obszaru jest wie� c równe 43 − 4π = 4(π−3)
3π .

Dla obliczenia pierwszej wspó lrze� dnej środka cie� żkości tego obszaru należy znaleźć ca lke�

∫ 1

−1
x
(

1− x2 − cos πx
2

)

dx ,

ale tu nie trzeba nic robić, bo funkcja podca lkowa jest nieparzysta, wie� c ca lka z niej po przedziale

symetrycznym wzgle� dem 0 jest równa 0 , zreszta� ze wzgle� du na symetrie� obszaru jasne jest, że

środek masy leży na osi OY . Znajdziemy druga� wspó lrze� dna� środka masy zbioru, którym jesteśmy

zmuszeni interesować sie� . Środek masy odcinka o końcach f(x) i g(x) to punkt
1

2

(

f(x) + g(x)
)

, w

nim skupiona jest masa g(x)− f(x) . Należy znaleźć „średnia� ważona� ”, czyli ca lke� :

∫ 1

−1
1
2

(

f(x) + g(x)
)(

g(x)− f(x)
)

dx = 1
2

∫ 1

−1

[

(

1− x2)2 − cos2 πx2

]

dx =

= 1
2

∫ 1

−1

[

1−2x2+x4− 12
(

cos(πx)+1
)]

dx =
[

x
2 − 13x3+ 1

10x
5− 14π sin(πx)− x4

]

∣

∣

∣

1

−1
= 1
2 − 23 + 15 = 1

30

i otrzymany wynik podzielić przez pole obszaru. Otrzymujemy 1/30
4(π−3)/(3π) = π

40(π−3) . Wobec tego



środkiem masy tego obszaru jest punkt
(

0, π
40(π−3)

)

.

4. Obliczyć obje� tość bry ly powsta lej w wyniku obrotu  luku paraboli y = 2x− x2, 0 ≤ x ≤ 2 wokó l

osi OX .

Rozw. Pole przekroju p laskiego prostopad lego do osi OX , przechodza� cego przez punkt (x, 0, 0) ,

czyli ko la o promieniu x(2− x) , jest równe πx2(2− x)2 = π(4x2 − 4x3 + x4) , zatem obje� tość jest

równa
∫ 2

0
π(4x2 − 4x3 + x4)dx = π

[

4
3
x3 − x4 + 1

5
x5
]

∣

∣

∣

2

0
= π
[

32
3
− 16 + 32

5

]

= 16π
15

.

5. Znaleźć d lugość wykresu funkcji y = ln(x2 − 1), gdzie 10 ≤ x ≤ 100 .

Rozw. Mamy y′ = 1
x2−1 · 2x = 2x

x2−1 , zatem d lugość wykresu tej funkcji jest równa

∫ 100

10

√

1 +
(

2x
x2−1

)2
dx =

∫ 100

10

√

(

x2+1
x2−1

)2
dx =

∫ 100

10
x2+1
x2−1 dx =

∫ 100

10

(

1 + 2
x2−1

)

dx =

=
∫ 100

10

(

1 + 1
x−1
− 1
x+1

)

dx =
(

x+ ln |x− 1| − ln |x+ 1|
)∣

∣

100

10
= 90 + ln 99

9
− ln 101

11
= 90 + ln 121

101
.

6. Znaleźć wszystkie takie funkcje x:
� −→ �

, że tx′(t)− 2x(t) = 0 i x(0) = 0 oraz wszystkie takie

funkcje y:
� −→ �

, że ty′(t)− 2y(t) = 0 i y(1) = 1 .

Rozw. Mamy 0 = 0 ·x′(0)−x(0) = −x(0) . Dla t 6= 0 6= x(t) możemy napisać x
′(t)
x(t)

= 2
t

. Ca lkuja� c

obie strony tej równości wzgle� dem t otrzymujemy ln |x(t)| = 2 ln |t|+C = ln t2 +C . Wynika sta� d,

że |x(t)| = eC · t2 , czyli x(t) = ±eC · t2 . Funkcja x jako różniczkowalna jest cia� g la, wie� c jej wartości

maja� taki sam znak na każdym przedziale, na którym nie przyjmuje ona wartości 0 . Możemy wie� c

napisać, że jeśli tx′ − 2x = 0 , to istnieja� takie dwie liczby rzeczywiste c, d ,* że

x(t) =

{

cx2 dla t > 0,
0 dla t = 0,
dx2 dla t < 0.

Jasne jest, że nie zależnie od wyboru liczb c, d otrzymujemy funkcje� różniczkowalna� w punkcie 0 .

Można dodać, że jest ona dwukrotnie różniczkowalna w punkcie 0 wtedy i tylko wtedy, gdy c = d .

Wszystko, co do tej pory powiedzielísmy dotyczy zarówno funkcji x jak i funkcji y . Ponieważ

1 = y(1) = c · 12 = c , wie� c

y(t) =

{

x2 dla t > 0,
0 dla t = 0,
dx2 dla t < 0

dla każdej liczby rzeczywistej d .

* eC to dowolna liczba dodatnia, bo C oznacza dowolna� liczbe� rzeczywista� .


