
Matematyka A, kolokwium, 21 stycznia 2007, 17:20 — 19:15

Rozwia� zania różnych zadań maja� znaleźć sie� na różnych kartkach, bo sprawdzać je be� da� różne osoby.
Każda kartka musi być podpisana w LEWYM GÓRNYM ROGU nazwiskiem i imieniem pisza� cego,
jego nr. indeksu oraz nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadza� cej ćwiczenia.
Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urza�dzeń elek-

tronicznych; jeśli ktoś ma, musza� być schowane i wy la� czone! Nie dotyczy rozruszników serca.

Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno i NALEŻY powo lywać sie� na twierdzenia, które zo-

sta ly udowodnione na wyk ladzie lub na ćwiczeniach. Nie wolno korzystać z tablic ani notatek!

Należy przeczytać
��������

zadanie 	�
� ��� rozpocze� ciem rozwia� zywania go!

1. (1 pt.) Znaleźć trzeci wielomian Taylora funkcji sinx w punkcie p = 0 .

(2 pt.) Znaleźć trzeci wielomian Taylora funkcji tg x w punkcie p = 0 .

(1 pt.) Znaleźć pierwszy wielomian Taylora funkcji
√

1 + x w punkcie p = 0 .

(6 pt.) Znaleźć granice� lim
x→0

3
√

tgx− sinx√
1 + x− 1

.

2. (5 pt.) Znaleźć taka� liczbe� a ∈ � , że granica b = lim
x→∞

x−2
(

x
4+2x3+3x2+4x+5
6+7x+8x2 −ax2

)

jest

skończona oraz

(5 pt.) granice� lim
x→∞

(

x
4+2x3+3x2+4x+5
6+7x+8x2

− ax2 − bx
)

.

3. (5 pt.) Znaleźć najmniejsza� taka� liczbe� L , że nierówność
∣

∣

√
9 + x2−

√

9 + y2
∣

∣ ≤ L|x−y|
zachodzi dla wszystkich x, y ≥ 4 .

(5 pt.) Znaleźć najwie� ksza� taka� liczbe� ` , że nierówność `|x− y| ≤
∣

∣

√
9 + x2−

√

9 + y2
∣

∣

zachodzi dla wszystkich x, y ≥ 4 .

4. Niech f(x) = (x− 4) 3
√

x2(x− 12)4 . Wiadomo, że f ′(x) = (x− 8)(3x− 4) 3
√

x−12
x

dla x 6= 0 oraz

f ′′(x) = 2(x−4)(3x2−32x−16)
3
√
x
4(x−12)2

dla x /∈ {0, 12}

(3 pt.) Czy istnieja� f ′(0) , f ′′(0) i f ′′(12) ? Odpowiedź należy uzasadnić.

(4 pt.) Znaleźć przedzia ly, na których funkcja f jest ścísle rosna� ca, na których jest ścísle

maleja� ca i wszystkie lokalne ekstrema funkcji f .

(4 pt.) Znaleźć przedzia ly, na których funkcja f jest ścísle wypuk la, na których jest ścísle

wkle� s la i wszystkie punkty przegie� cia funkcji f .

(4 pt.) Korzystaja� c z uzyskanych rezultatów naszkicować wykres funkcji f .

5. Niech f(x) = x
[

1 + ln(2 + x)− ln 2
]

− (x+ 1) ln(x+ 1) .

(1 pt.) Obliczyć f(0) .

(3 pt.) Obliczyć f ′(x) .

(6 pt.) Udowodnić, że dla dowolnej liczby x > 0 zachodzi nierówność

x
[

1− ln 2 + ln(1 + x)
]

> (x+ 1) ln(x+ 1) .

Ciekawostki

kolejnymi pochodnymi funkcji tangens w punkcie 0 sa� liczby: 1 , 0 , 2 , 0 , 16 , 0 , 272 , . . . ,

kolejnymi pochodnymi funkcji sinus w punkcie 0 sa� liczby: 1 , 0 , −1 , 0 , 1 , 0 , −1 , . . .

kolejnymi pochodnymi funkcji ln w punkcie 1 sa� liczby: 1 , −1 , 2 , −6 , 24 , −120 , 720 , . . .



kolejnymi pochodnymi funkcji xa w punkcie 1 sa� liczby: a , a(a− 1) , a(a− 1)(a− 2) , . . .


