Klasé6wka, matematyka A, 9 stycznia 2007

1. Poda¢ definicje pochodnej funkcji f w punkcie p.
Obliczy¢ f'(x), jedli f(x) = /1 + cos(2x). W jakich punktach funkcja f nie ma pochodnej?
Podaé definicje styczneJ do wykresu funkcji f w punkcie (p, f (p)) .

Napisaé réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punktach (0 V2 ) * (Z; (Z))
f (p+h) f(p)

Rozwigzanie. Pochodng, funkcji f w punkcie p nazywamy granice hm . Oznaczamy
ja symbolem f’(p). Stosujac znane wzory stwierdzamy, ze
flz) = (V1+ cos(2x)), = (1+ cos(Zx)]l/z), = 101 4 cos(22)] 712 - [ — 2sin(22)] = ) S

\/ 14cos(2x)

Wzér ten dziala zawsze wtedy, gdy 1+ cos(2x) # 0, czyli gdy cos(2z) # —1, czyli gdy nie istnieje

taka liczba catkowita n, ze 2x = (2n + 1)7. Zalézmy wige, ze p = (2n + 1)5 dla pewnej liczby

catkowitej n. Mamy

F(@n+1)T) = f/(p) = lim L@ I@) _ pyyy Viteos@itlmi2h) _ pp, V1mcos@h)

h—0 h—0 h—0
— lim V2sin?h __ — lim |51nh|\/_
h—0 P h—0
Poniewaz lim S22 = 1 wiec granica lim [S221v2 h"/_ nie istnieje, bowiem
h—0 h—0
lim [Sinhlv2 _ gy sinhv2 V242 = lim sinhv2 _ Jjyy Lsinhlv2
L Th L Th h R
h—0 h—0 h—0+ h—0+

Wykazalismy wigc, ze w punktach postaci (2n+1)5, n € Z, funkcja f nie ma pochodnej, a w po-
zostatych ma.

Styczna do wykresu funkcji f w punkcie (p, f (p)) nazywamy prosta, ktéra przechodzi przez ten
punkt i ktérej wspétczynnik kierunkowy réwny jest f’(p). Jesli pochodna w punkcie p réwna jest
400 lub —oo i funkcja f jest ciagla w punkcie p, to styczna w punkcie (p, f (p)) jest prosta pionowa

przechodzaca przez ten punkt, czyli prosta o rownaniu z = p.

Mamy f/(0) = — 20— wiec styczna do wykresu funkcji f w pierwszym z intere-

v/ 14cos(2-0)

sujacych nas punktéw, czyli w punkcie (O, f (O)) = (0, \/5) ma réwnanie y = /2.

. foi £I(TY — sin(m/2) _ . . . .
Z réwnosci f ( 4) 7\/m 1 wynika, ze styczna do wykresu funkcji f w punkcie
(%,f(%)) = (%, 1) ma réwnanie postaci y = —z +b. Z réwnosci 1 = —F +b wynika, ze b =1+ 7.
Poszukiwane réwnanie to y = —z+1+ 7. B

2. Znalez¢ stozek o najmniejszej objetosci spoérod wszystkich stozkow opisanych na kuli o promieniu 1.
Stozek jest opisany na kuli wtedy i tylko wtedy, gdy jego powierzchnia boczna i podstawa sa, styczne do kuli.
Rozwiazanie. Niech r oznacza promien podstawy stozka opisanego na kuli o promieniu 1, a
h — jego wysokosé. Narysujmy przekrdj osiowy stozka i kuli, wiec zawierajacy jego os (wysokosc).
Otrzymujemy tréjkat rownoramienny opisany na okregu o promieniu 1, ktérego podstaws, jest odcinek
o dhugosci 2r, a wysokoé¢ prostopadta do tej podstawy réwna jest h. PoprowadZzmy promien okregu

wpisanego do punktu stycznosci z ramieniem. Na rysunku mamy dwa tréjkaty prostokatne podobne:
o przyprostokatnych 7, h i o przyprostokatnych 1, /(h —1)2 —12 = v/h? — 2h. Z podobienistwa

tych tréjkatow wynika, ze % = 7”121_2}‘, a stad wnioskujemy, ze r = ﬁ Wobec tego objetosc

* W tekscie oryginalnym byt punkt (0,2), ktéry nie lezy na wykresie funkcji f, co nie ma sensu i bylo ogloszone
w czasie kolokwium.



=T oy AT =T 244 (h-2)""],

V' tego stozka rowna jest ey =% 5

ol

Stad wynika, ze V'(h) = %[1 —4(h— 2)_2] = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (h —2)2 =4 i h > 2,
co ma miejsce wytacznie dla h = 4. Poniewaz pochodna V' nie przyjmuje wartosci 0 w przedziale
(2,4), wiec ma we wszystkich punktach tego przedzialu taki sam znak. V’(3) = —m, wiec jest na
tym przedziale ujemna. Dla h > 4 mamy V'(h) > 0, bo np. V'(6) = § > 0. Wynika stad, ze na
przedziale (2,4] funkcja V' maleje, a na pélprostej [4,00) — rosnie. Wobec tego liczba V(4) = %”
jest najmniejszg wartoscig funkcji V' . Stozkiem o najmniejszej objetosci jest zatem stozek o wysokosci

4 i promieniu podstawy \/ﬁ =v2. 1

. Niech f(z) = &/2(3 —22). Wiadomo, ze wtedy f’(z) = 2"2/3(3 —22)72/3(1 — 2?) oraz

f'(x) = =2(1 + 22)(3 — 22)~5/32=5/3 *

Zmalez¢ przedzialy, na ktorych funkcja f jest $cisle rosngca, na ktorych jest Scisle malejaca, na ktoérych
jest Scisle wypukla i na ktérych jest Scidle wklesta.

Znalezé¢ wszystkie te punkty p, w ktérych funkcja f nie ma pochodnej. Znalezé jednostronne granice

limif’(x) tej pochodnej w tych punktach p, w ktérych ona nie istnieje.

r—p
Naszkicowaé¢ wykres funkcji uwzgledniajac wyniki wszystkich obliczen.

Rozwigzanie. Funkcja jest okreslona na calej prostej, zeruje sie w trzech punktach: 0, v/3 i

—V/3. Wyrazenie x72/3(3 —22)~2/3 = [x_1/3(3—x2)_1/3]2 jest dodatnie dla = € R\ {0,v/3, —/3}.

Wobec tego pochodna jest dodatnia na kazdym z przedzialéw (—1,0), (0,1), wiec funkcja jest Scisle

rosnaca na kazdym z przedziatéw [—1,0], [0,1], a wiec réwniez na przedziale [—1,1]. W taki sam

spos6b stwierdzamy, ze jest $cisle malejaca na kazdej z pélprostych (—oo,—1], [1,400). Bez trudu

f(h)—£(0)
h

F(=V3+h)—f(=V3) f(V3+h)—f(V3) _
h h B

= —o0 i lim
h—0

= 00, lim
h—0

obliczamy granice: lim —00.

li

h—0
Oznacza to, ze w punktach —v/3,0,v/3 pochodna jest nieskoriczona, a poniewaz funkcja jest ciagla,
wiec styczna do wykresu funkcji w odpowiadajacych im punktach jest pionowa. W punkcie 1 funkcja
ma lokalne maksimum, a w punkcie —1 — lokalne minimum.

Jedli ktos napisal, ze pochodnej w tych trzech nie ma i z jego uzasadnienia wynika, ze jest,
ale nieskoriczona, to nie straci punktéw, jesli znajdzie granice pochodnej w tych punktach (s one
nieskoniczone, réwne znalezionym warto$ciom pochodnej, co zreszta, wynika z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci sredniej).

Druga pochodna jest niezdefiniowana w punktach, w ktérych pierwsza pochodna jest nieskonczo-
na, tzn. w punktach —v/3, 0 i v/3. Bez trudu stwierdzamy, ze f”(z) > 0 dla x € (—v/3,0)U(v/3, +00)
oraz f"(x) <0 dla z € (—oo, —v/3)U(0,v/3) . Wynika stad, ze funkcja jest éciéle wypukla na kazdym
z przedzialéw [—+/3,0], [V/3,+00) oraz Scisle wklesta na — (—oo, —/3], [0,v/3]. Punkty —v/3,0,/3
to punkty przegiecia funkcji f (zmienia sie w nich typ wypuklosci, istnieje pochodna).

Na koniec wypada stwierdzi¢ (cho¢ w zadaniu nie bylo takiego polecenia), ze lim f(x) = —oo

Tr— 00

oraz lim f(z) = o0.

r— —00

Zebrane informacje pozwalajg narysowaé¢ wykres funkcji f w miare dokladnie. B

4. Znalezé wszystkie takie liczby A, dla ktérych istnieje taki wektor < 5) =vV#£0,ze AV = )\V, jedli
z

* . . _ . _ . . -

W sformutowaniu zadania we wzorze na f’ bylo (3—=x) 2/3 | zamiast (3—z?) 2/3 | ¢o nie miato wiclkiego
wplywu na badanie funkcji i zostalo po pewnym czasie zauwazone i ogloszone. Brakowalo tez znaku — we
wzorze na drugg pochodng, co nie zostalo zauwazone w czasie egzaminu, a brak tego minusa ma ogromny
wplyw na badanie wypuklosci i pézniej na rysowanie wykresu. Zostanie to wziete pod uwage przy ocenianiu

tego zadania.



5 —2 4 5} 2 -1
i) A= 2 0 2|; (i) A=|1-3 0 1
-2 1 -1 3 2 1
Dla kazdej ze znalezionych liczb A opisaé zbiér tych wektoréw v, dla ktérych zachodzi réwnosé
S5r — 2y + 4z =z Sr+2y— z=MXx
AV = AV, tzn. spehiony jest uklad réwnan: (i) { —2x —2z=M\y; (ii) { —3z —2z=\y.
—2rx+4+ y— z=MX 3r+ y+ 2=\

Rozwigzanie. Wypada zaczaé od stwierdzenia, ze uklady zostaly napisane zle. Powinny wy-
gladaé tak:
Sr — 2y +4z= Az 5T+ 2y —z = Az
(i) { (ii) {

2z + 2z =My ; —3x +z=XAy .
—2r+4+ y— z=>X 3r4+2y+z= Az

Rozwiazemy najpierw te uklady, ktore powinny byly pojawié sie, a potem powiemy co$ o tych, ktore

0
pojawily sie. Jest oczywiste, ze niezaleznie od wyboru A wektor <8) jest rozwiagzaniem obu ukladéw

rownan. Warunkiem koniecznym istnienia niezerowego rozwiazania jest wiec zerowanie sie wyznacz-

nikéw ukladéw rownan:

(5—Nx—2y +42=0 (5—=Nzx+2y - 2=0
(i) 2¢ — My +22=0; (i) -3z —\y —22=0.
—2r4+ y—(1+X)z=0 3+ y+(1-X)z=0
b-—A) =2 4
Zaczniemy od pierwszego ukladu, tzn. (i). Rozwiazemy réwnanie 0 = 2 -\ 2 =
-2 1 —(1+X

=M +4X2 51 +2=—(A—2)(A—1)%, zatem jedynymi liczbami X, dla ktérych istnieje niezerowe
rozwigzanie uktadu (i) sg 21 1.

Teraz opiszemy zbiér rozwigzan ukladu réwnan w przypadku A = 2. Uktad przyjmuje postaé

20 — 2y +2z2=0.

{ 3x—2y+42=20
—2x+ y—32=0

Odejmujemy drugie réwnanie od pierwszego, drugie podzielone stronami przez 2 dodajemy do trze-

x +22=0
ciego i dzielimy drugie stronami przez 2: { z—y+ z=0. Wida¢ od razu, ze ten uklad jest
—x —2z=0

spetliony wtedy i tylko wtedy, gdy * = -2z i y =x+2 = —2z+4 2z = —z, czyli przez wektory postaci

—2z
<—Z> dla z € R. Leza one na jednej prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych,

z

czyli tworza, jednowymiarows, przestrzen liniowa,.
Kolej na A = 1. Uklad przyjmuje postaé

dr —2y+42 =10
{ 2r —y+22z=0.
—2z+4+ y—2z=0

Widaé¢ od razu, ze po podzieleniu pierwszego réwnania przez 2 otrzymujemy réwnanie drugiego,
a po pomnozeniu trzeciego réwnania przez —1 tez otrzymujemy drugie réwnanie. Oznacza to, ze

wszystkie trzy rownania sa réwnowazne. Wobec tego zbiér rozwiazan sklada sie ze wszystkich wek-
x

toréw postaci (2w+2Z> , gdzie x,z € R. Tworza one plaszczyzne przechodzaca przez poczatek uktadu
z

wspétrzednych, czyli dwuwymiarows, przestrzen liniowa,.



5r — 2y + 4z =2z or —2y+4z==x
Rozwazmy teraz zgodnie z obietnica uktady {—21: —2z2=2y i {—2x —2z=y,
-2+ y— z=2z —2r4+ y— z==z
3z —2y+42=0 dr —2y+42z=0
czyli uklady {—2m—2y—22=0 i {—21’ —y—2z=0.
—2x+4+ y—32=0 —2x+ y—22=0

—x —2z=0
Pierwszy jest réwnowazny ukladowi { —6x — 82 =0 — dodalem trzecie réwnanie pomnozone
—2z4+y—32=0

przez 2 do pierwszych dwéch. Z pierwszych dwéch réwnan wynika natychmiast, ze x = z = 0, a stad

i 7z trzeciego rOwnania wynika, ze y = 0. Jedynym rozwigzaniem tego ukladu jest wektor zerowy.

Rozwigzemy drugi uklad. Do do drugiego réwnania dodajemy trzecie, a do pierwszego — trzecie
0=0

pomnozone przez 2: { —4x — 4z = 0. Wida¢ wiec, ze rozwigzaniem tego ukltadu jest dowolny
22+ y—22=0

z

—Zz
wektor postaci ( 0) , z € R.

Teraz zajmiemy sie druga macierza, czyli uktadem (ii). Zaczniemy od uktadu, ktéry powinien byt

br 42y —z =\ (5b—Nz+2y —2=0
sie pojawic: { —3x +2z= Ay réwnowaznego ukladowi —3x — Ay +2z=0.
3r+2y+2=X\z 3x+2y+(1—=XN)z=0
5—A 2 -1
Aby istnialo niezerowe rozwigzanie musi, by¢ speliona réwnoé¢ 0 =| —3 =\ 1 =
3 2 1-2A

= =X+ 6)%2 — 120 + 8 = (2 — A\)3. Jedynym pierwiastkiem tego réwnania jest liczba 2. Nalezy

3 +2y—2=0
jeszcze opisaé rozwigzania ukladu { —3xz — 2y + 2 = 0. Jasne jest, ze wszystkie trzy rownania sa
3x+2y—2=0

xT

rownowazne. Oznacza to, ze rozwigzania sg wektorami postaci ( ) , gdzie z,y € R. Zbiér roz-

Y
3x+2y
wiazan w tym przypadku to plaszczyzna przechodzaca przez poczatek uktadu wspétrzednych, czyli
dwuwymiarowa przestrzen liniowa.

S5+ 2y — z=2x 3 +2y— 2=0
Jeszcze pozostal bledny uktad: { —3x —2z=2y, czyli { -3z — 2y — 22 = 0. Odejmu-
3r+ y+ z=2z 3+ y— z2=0

jac trzecie rownanie od pierwszego stwierdzamy, ze y = 0. Dodajac dwa pierwsze rownania stwier-
dzamy, ze z = 0. Z tego, ze y = z =0 wynika, ze x = 0, zatem jedynym rozwiazaniem tego ukltadu

jest wektor zerowy. B
. Znalezé A71 jedli A=
1
0 (5 1) i) {0 -
3 4 0

Rozwiazanie. (i) Niech A~1 —<Z Z) Maja by¢ spemione réwnosci:

(0 D a0 D)

czyli a+3b =1, 2a4+4b =0, c+3d =0, 2¢+4d = 1. Z tych réwnosci wynika natychmiast,

O ==

1
2
1

ze a = —2b, wiec 1 = a+3b = —2b+4+ 3b = b, zatem a = —2. Analogicznie ¢ = —3d, wiec



inf.

1=2c+4d = —6d+4d = —2d, zatem d = —% i wobec tego ¢ = % Mamy wiec A~1 —<_

1
_1J
2

Oczywiscie mozna tez skorzysta¢ z wzorow Cramera, ale macierz jest tak prosta, ze mozna ograniczy¢

Nl DN

sie jedynie do definicji macierzy odwrotnej.

(ii) Niech A1 = . Wtedy

,tzn. 1 =a,

O O =

O = O

_ o O
I

2 0 9

O O =
|

O = =

— N =

b b
B B
v v

2 0 9
g 2 o
g2 0

0=a—-b,0=a+4+2b+c.Stad a=1,b=1ic=-3.Dalej0=a, l=a—-0i0=a+28+7,

zatem a =0, f=—-11i~v=2.Wreszcie 0=u, 0=u—vil=u+2v+w,wieccu=w=01iw=1.
1 1 -3
Z tych obliczen wynika, ze A1 =| 0 -1 2 |. Mozna tez zastosowaé np. wzor Cramera, co jest
0 0 1
1 11
o tyle tatwe, ze |0 —1 2| = —1, co widzimy od razu, bo pod przekatna sa same zera. B
0 01
Znalezé wszystkie takie liczby z € C, ze z* = —8 — 8iv/3 i zaznaczy¢ je na plaszczyznie.

Rozwiazanie. Mamy [24] = \/(—8)2 + (—8v3)2 =8-/1 + 3 = 16, zatem prawdziwy jest wzér

3

zzQ[cos% +isin3f4] :2[cos§+isin%] =1+1iv3 lub

z=2[cos(E+2)+isin(3+2)] =2[cos T +isinF|-[cos T +ising] = [1+iV3]-i=—v3+i,lub
z=[1+4V3]-i* =—-1—-iV3, lub

z=[1+iV3] - i® =3 —i.

Zmnalezione cztery wartosci z lezg na okregu o srodku w punkcie 0, o promieniu 2, sa wierzchotkami

—8—8iv/3=16[ - & — %3] = 16[cos & 4 isin 4] . Z niego wynika, 7e
4

kwadratu.

Informacje przerézne (przydatne albo i nie):

c0Br 1. Bt _ V2. oo5m V3 3
Sll’l6—2,Sll’l4— 2,COSG— 2,2—



