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1. Podać definicje, pochodnej funkcji f w punkcie p .

Obliczyć f ′(x) , jeśli f(x) =
√

1 + cos(2x) . W jakich punktach funkcja f nie ma pochodnej?

Podać definicje, stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
(

p, f(p)
)

.

Napisać równanie stycznej do wykresu funkcji f w punktach
(

0,
√

2
)

* i
(

π
4

; f(π
4

)
)

.

Rozwia, zanie. Pochodna, funkcji f w punkcie p nazywamy granice, lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h

. Oznaczamy

ja, symbolem f ′(p) . Stosuja, c znane wzory stwierdzamy, że

f ′(x) =
(√

1 + cos(2x)
)′

=
(

[1 + cos(2x)]1/2
)′

= 1
2
[1 + cos(2x)]−1/2 ·

[

− 2 sin(2x)
]

= − sin(2x)√
1+cos(2x)

.

Wzór ten dzia la zawsze wtedy, gdy 1 + cos(2x) 6= 0 , czyli gdy cos(2x) 6= −1 , czyli gdy nie istnieje

taka liczba ca lkowita n , że 2x = (2n + 1)π . Za lóżmy wie, c, że p = (2n + 1)π
2

dla pewnej liczby

ca lkowitej n . Mamy

f ′
(

(2n+ 1)π2
)

= f ′(p) = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h = lim

h→0

√
1+cos([2n+1]π+2h)

h = lim
h→0

√
1−cos(2h)

h =

= lim
h→0

√
2 sin2 h
h

= lim
h→0

| sinh|
√

2
h

.

Ponieważ lim
h→0

sin h
h = 1 , wie, c granica lim

h→0

| sinh|
√

2
h nie istnieje, bowiem

lim
h→0−

| sinh|
√

2
h

= − lim
h→0−

sinh
√

2
h

= −
√

2 6=
√

2 = lim
h→0+

sinh
√

2
h

= lim
h→0+

| sinh|
√

2
h

.

Wykazalísmy wie, c, że w punktach postaci (2n+ 1)π
2

, n ∈ - , funkcja f nie ma pochodnej, a w po-

zosta lych ma.

Styczna, do wykresu funkcji f w punkcie
(

p, f(p)
)

nazywamy prosta, , która przechodzi przez ten

punkt i której wspó lczynnik kierunkowy równy jest f ′(p) . Jeśli pochodna w punkcie p równa jest

+∞ lub −∞ i funkcja f jest cia, g la w punkcie p , to styczna, w punkcie
(

p, f(p)
)

jest prosta pionowa

przechodza, ca przez ten punkt, czyli prosta o równaniu x = p .

Mamy f ′(0) = − sin(2·0)√
1+cos(2·0)

= 0 , wie, c styczna do wykresu funkcji f w pierwszym z intere-

suja, cych nas punktów, czyli w punkcie
(

0, f(0)
)

=
(

0,
√

2
)

ma równanie y =
√

2 .

Z równości f ′
(

π
4

)

= − sin(π/2)√
1+cos(π/2)

= −1 wynika, że styczna do wykresu funkcji f w punkcie

(

π
4
, f(π

4
)
)

=
(

π
4
, 1
)

ma równanie postaci y = −x+ b . Z równości 1 = − π
4

+ b wynika, że b = 1 + π
4

.

Poszukiwane równanie to y = −x+ 1 + π
4

.

2. Znaleźć stożek o najmniejszej obje, tości spośród wszystkich stożków opisanych na kuli o promieniu 1 .

Stożek jest opisany na kuli wtedy i tylko wtedy, gdy jego powierzchnia boczna i podstawa sa, styczne do kuli.
Rozwia, zanie. Niech r oznacza promień podstawy stożka opisanego na kuli o promieniu 1 , a

h — jego wysokość. Narysujmy przekrój osiowy stożka i kuli, wie, c zawieraja, cy jego oś (wysokość).

Otrzymujemy trójka, t równoramienny opisany na okre, gu o promieniu 1, którego podstawa, jest odcinek

o d lugości 2r , a wysokość prostopad la do tej podstawy równa jest h . Poprowadźmy promień okre, gu

wpisanego do punktu styczności z ramieniem. Na rysunku mamy dwa trójka, ty prostoka, tne podobne:

o przyprostoka, tnych r , h i o przyprostoka, tnych 1 ,
√

(h− 1)2 − 12 =
√
h2 − 2h . Z podobieństwa

tych trójka, tów wynika, że h
r =

√
h2−2h

1 , a sta, d wnioskujemy, że r = h√
h2−2h

. Wobec tego obje, tość

* W tekście oryginalnym by l punkt (0,2) , który nie leży na wykresie funkcji f , co nie ma sensu i by lo og loszone
w czasie kolokwium.



V tego stożka równa jest π3 · r2h = π
3 · h3

h2−2h = π
3 · h

2

h−2 = π
3

[

h+ 2 + 4
h−2

]

= π
3

[

h+ 2 + 4 (h− 2)
−1 ]

.

Sta, d wynika, że V ′(h) = π
3

[

1 − 4 (h− 2)
−2 ]

= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (h − 2)2 = 4 i h > 2 ,

co ma miejsce wy la, cznie dla h = 4 . Ponieważ pochodna V ′ nie przyjmuje wartości 0 w przedziale

(2, 4) , wie, c ma we wszystkich punktach tego przedzia lu taki sam znak. V ′(3) = −π , wie, c jest na

tym przedziale ujemna. Dla h > 4 mamy V ′(h) > 0 , bo np. V ′(6) = π
4 > 0 . Wynika sta, d, że na

przedziale (2, 4] funkcja V maleje, a na pó lprostej [4,∞) — rośnie. Wobec tego liczba V (4) = 8π
3

jest najmniejsza, wartościa, funkcji V . Stożkiem o najmniejszej obje, tości jest zatem stożek o wysokości

4 i promieniu podstawy 4√
42−2·4 =

√
2 .

3. Niech f(x) = 3
√

x(3− x2) . Wiadomo, że wtedy f ′(x) = x−2/3(3− x2)−2/3(1− x2) oraz

f ′′(x) = −2(1 + x2)(3− x2)−5/3x−5/3 .*

Znaleźć przedzia ly, na których funkcja f jest ścísle rosna, ca, na których jest ścísle maleja, ca, na których

jest ścísle wypuk la i na których jest ścísle wkle, s la.

Znaleźć wszystkie te punkty p , w których funkcja f nie ma pochodnej. Znaleźć jednostronne granice

lim
x→p±
f ′(x) tej pochodnej w tych punktach p , w których ona nie istnieje.

Naszkicować wykres funkcji uwzgle, dniaja, c wyniki wszystkich obliczeń.

Rozwia, zanie. Funkcja jest określona na ca lej prostej, zeruje sie, w trzech punktach: 0 ,
√

3 i

−
√

3 . Wyrażenie x−2/3(3−x2)−2/3 =
[

x−1/3(3−x2)−1/3
]2

jest dodatnie dla x ∈ � \{0,
√

3,−
√

3} .

Wobec tego pochodna jest dodatnia na każdym z przedzia lów (−1, 0) , (0, 1) , wie, c funkcja jest ścísle

rosna, ca na każdym z przedzia lów [−1, 0] , [0, 1] , a wie, c również na przedziale [−1, 1] . W taki sam

sposób stwierdzamy, że jest ścísle maleja, ca na każdej z pó lprostych (−∞,−1] , [1,+∞) . Bez trudu

obliczamy granice: lim
h→0

f(h)−f(0)
h

= ∞ , lim
h→0

f(−
√

3+h)−f(−
√

3)
h

= −∞ i lim
h→0

f(
√

3+h)−f(
√

3)
h

= −∞ .

Oznacza to, że w punktach −
√

3, 0,
√

3 pochodna jest nieskończona, a ponieważ funkcja jest cia, g la,

wie, c styczna do wykresu funkcji w odpowiadaja, cych im punktach jest pionowa. W punkcie 1 funkcja

ma lokalne maksimum, a w punkcie −1 — lokalne minimum.

Jeśli ktoś napisa l, że pochodnej w tych trzech nie ma i z jego uzasadnienia wynika, że jest,

ale nieskończona, to nie straci punktów, jeśli znajdzie granice pochodnej w tych punktach (sa, one

nieskończone, równe znalezionym wartościom pochodnej, co zreszta, wynika z twierdzenia Lagrange’a

o wartości średniej).

Druga pochodna jest niezdefiniowana w punktach, w których pierwsza pochodna jest nieskończo-

na, tzn. w punktach −
√

3 , 0 i
√

3 . Bez trudu stwierdzamy, że f ′′(x) > 0 dla x ∈ (−
√

3, 0)∪(
√

3,+∞)

oraz f ′′(x) < 0 dla x ∈ (−∞,−
√

3)∪ (0,
√

3) . Wynika sta, d, że funkcja jest ścísle wypuk la na każdym

z przedzia lów [−
√

3, 0] , [
√

3,+∞) oraz ścísle wkle, s la na — (−∞,−
√

3] , [0,
√

3] . Punkty −
√

3, 0,
√

3

to punkty przegie, cia funkcji f (zmienia sie, w nich typ wypuk lości, istnieje pochodna).

Na koniec wypada stwierdzić (choć w zadaniu nie by lo takiego polecenia), że lim
x→∞
f(x) = −∞

oraz lim
x→−∞

f(x) =∞ .

Zebrane informacje pozwalaja, narysować wykres funkcji f w miare, dok ladnie.

4. Znaleźć wszystkie takie liczby λ , dla których istnieje taki wektor
(x
y
z

)

= ~v 6= 0 , że A~v = λ~v , jeśli

* W sformu lowaniu zadania we wzorze na f ′ by lo (3−x)−2/3 , zamiast (3−x2)−2/3 , co nie mia lo wielkiego
wp lywu na badanie funkcji i zosta lo po pewnym czasie zauważone i og loszone. Brakowa lo też znaku − we
wzorze na druga, pochodna, , co nie zosta lo zauważone w czasie egzaminu, a brak tego minusa ma ogromny

wp lyw na badanie wypuk lości i później na rysowanie wykresu. Zostanie to wzie, te pod uwage, przy ocenianiu

tego zadania.



(i) A =





5 −2 4
2 0 2
−2 1 −1



; (ii) A =





5 2 −1
−3 0 1

3 2 1



.

Dla każdej ze znalezionych liczb λ opisać zbiór tych wektorów ~v , dla których zachodzi równość

A~v = λ~v , tzn. spe lniony jest uk lad równań: (i)

{

5x− 2y + 4z = λx
−2x − 2z = λy
−2x+ y − z = λz

; (ii)

{

5x+ 2y − z = λx
−3x − 2z = λy

3x+ y + z = λz
.

Rozwia, zanie. Wypada zacza, ć od stwierdzenia, że uk lady zosta ly napisane źle. Powinny wy-

gla, dać tak:

(i)

{

5x− 2y + 4z = λx
2x + 2z = λy
−2x+ y − z = λz

; (ii)

{

5x+ 2y − z = λx
−3x + z = λy

3x+ 2y + z = λz
.

Rozwia, żemy najpierw te uk lady, które powinny by ly pojawić sie, , a potem powiemy coś o tych, które

pojawi ly sie, . Jest oczywiste, że niezależnie od wyboru λ wektor

(

0
0
0

)

jest rozwia, zaniem obu uk ladów

równań. Warunkiem koniecznym istnienia niezerowego rozwia, zania jest wie, c zerowanie sie, wyznacz-

ników uk ladów równań:

(i)







(5− λ)x− 2y + 4z = 0
2x− λy + 2z = 0
− 2x+ y − (1 + λ)z = 0

; (ii)







(5− λ)x+ 2y − z = 0
− 3x− λy − 2z = 0

3x+ y + (1− λ)z = 0
.

Zaczniemy od pierwszego uk ladu, tzn. (i). Rozwia, żemy równanie 0 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(5− λ) −2 4
2 −λ 2
−2 1 −(1 + λ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= −λ3 + 4λ2− 5λ+ 2 = −(λ− 2)(λ− 1)2 , zatem jedynymi liczbami λ , dla których istnieje niezerowe

rozwia, zanie uk ladu (i) sa, 2 i 1 .

Teraz opiszemy zbiór rozwia, zań uk ladu równań w przypadku λ = 2 . Uk lad przyjmuje postać

{ 3x− 2y + 4z = 0
2x− 2y + 2z = 0
−2x+ y − 3z = 0

.

Odejmujemy drugie równanie od pierwszego, drugie podzielone stronami przez 2 dodajemy do trze-

ciego i dzielimy drugie stronami przez 2 :

{

x + 2z = 0
x− y + z = 0
−x − 2z = 0

. Widać od razu, że ten uk lad jest

spe lniony wtedy i tylko wtedy, gdy x = −2z i y = x+z = −2z+z = −z , czyli przez wektory postaci
(

−2z
−z
z

)

dla z ∈ �
. Leża, one na jednej prostej przechodza, cej przez pocza, tek uk ladu wspó lrze, dnych,

czyli tworza, jednowymiarowa, przestrzeń liniowa, .
Kolej na λ = 1 . Uk lad przyjmuje postać

{ 4x− 2y + 4z = 0
2x − y + 2z = 0
−2x+ y − 2z = 0

.

Widać od razu, że po podzieleniu pierwszego równania przez 2 otrzymujemy równanie drugiego,

a po pomnożeniu trzeciego równania przez −1 też otrzymujemy drugie równanie. Oznacza to, że

wszystkie trzy równania sa, równoważne. Wobec tego zbiór rozwia, zań sk lada sie, ze wszystkich wek-

torów postaci
( x

2x+2z
z

)

, gdzie x, z ∈ �
. Tworza, one p laszczyzne, przechodza, ca, przez pocza, tek uk ladu

wspó lrze, dnych, czyli dwuwymiarowa, przestrzeń liniowa, .



Rozważmy teraz zgodnie z obietnica, uk lady

{ 5x− 2y + 4z = 2x
−2x − 2z = 2y
−2x+ y − z = 2z

i

{ 5x− 2y + 4z = x
−2x − 2z = y
−2x+ y − z = z

,

czyli uk lady

{ 3x− 2y + 4z = 0
−2x− 2y − 2z = 0
−2x+ y − 3z = 0

i

{ 4x− 2y + 4z = 0
−2x − y − 2z = 0
−2x+ y − 2z = 0

.

Pierwszy jest równoważny uk ladowi

{−x − 2z = 0
−6x − 8z = 0
−2x+ y − 3z = 0

— doda lem trzecie równanie pomnożone

przez 2 do pierwszych dwóch. Z pierwszych dwóch równań wynika natychmiast, że x = z = 0 , a sta, d
i z trzeciego równania wynika, że y = 0 . Jedynym rozwia, zaniem tego uk ladu jest wektor zerowy.

Rozwia, żemy drugi uk lad. Do do drugiego równania dodajemy trzecie, a do pierwszego — trzecie

pomnożone przez 2 :

{ 0 = 0
−4x − 4z = 0
−2x+ y − 2z = 0

. Widać wie, c, że rozwia, zaniem tego uk ladu jest dowolny

wektor postaci

(

−z
0
z

)

, z ∈ �
.

Teraz zajmiemy sie, druga, macierza, , czyli uk ladem (ii). Zaczniemy od uk ladu, który powinien by l

sie, pojawić:

{

5x+ 2y − z = λx
−3x + z = λy

3x+ 2y + z = λz
równoważnego uk ladowi







(5− λ)x+ 2y − z = 0
− 3x− λy + z = 0

3x+ 2y + (1− λ)z = 0
.

Aby istnia lo niezerowe rozwia, zanie musi, być spe lniona równość 0 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5− λ 2 −1
−3 −λ 1

3 2 1− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= −λ3 + 6λ2 − 12λ + 8 = (2 − λ)3 . Jedynym pierwiastkiem tego równania jest liczba 2 . Należy

jeszcze opisać rozwia, zania uk ladu

{ 3x+ 2y − z = 0
−3x− 2y + z = 0

3x+ 2y − z = 0
. Jasne jest, że wszystkie trzy równania sa,

równoważne. Oznacza to, że rozwia, zania sa, wektorami postaci
( x

y
3x+2y

)

, gdzie x, y ∈ �
. Zbiór roz-

wia, zań w tym przypadku to p laszczyzna przechodza, ca przez pocza, tek uk ladu wspó lrze, dnych, czyli

dwuwymiarowa przestrzeń liniowa.

Jeszcze pozosta l b le, dny uk lad:

{ 5x+ 2y − z = 2x
−3x − 2z = 2y

3x+ y + z = 2z
, czyli

{ 3x+ 2y − z = 0
−3x− 2y − 2z = 0

3x+ y − z = 0
. Odejmu-

ja, c trzecie równanie od pierwszego stwierdzamy, że y = 0 . Dodaja, c dwa pierwsze równania stwier-

dzamy, że z = 0 . Z tego, że y = z = 0 wynika, że x = 0 , zatem jedynym rozwia, zaniem tego uk ladu

jest wektor zerowy.

5. Znaleźć A−1 , jeśli A =

(i)

(

1 2
3 4

)

; (ii)





1 1 1
0 −1 2
0 0 1



.

Rozwia, zanie. (i) Niech A−1 =

(

a b

c d

)

. Maja, być spe lnione równości:

(

a b

c d

)

·
(

1 2
3 4

)

= A−1 ·A = I =

(

1 0
0 1

)

,

czyli a + 3b = 1 , 2a + 4b = 0 , c + 3d = 0 , 2c + 4d = 1 . Z tych równości wynika natychmiast,

że a = −2b , wie, c 1 = a + 3b = −2b + 3b = b , zatem a = −2 . Analogicznie c = −3d , wie, c



1 = 2c+ 4d = −6d+ 4d = −2d , zatem d = − 1
2

i wobec tego c = 3
2

. Mamy wie, c A−1 =

(

−2 1
3
2
− 1

2

)

.

Oczywíscie można też skorzystać z wzorów Cramera, ale macierz jest tak prosta, że można ograniczyć

sie, jedynie do definicji macierzy odwrotnej.

(ii) Niech A−1 =





a b c

α β γ

u v w



. Wtedy





1 0 0
0 1 0
0 0 1



=





a b c

α β γ

u v w



·





1 1 1
0 −1 2
0 0 1



, tzn. 1 = a ,

0 = a− b , 0 = a+ 2b+ c . Sta, d a = 1 , b = 1 i c = −3 . Dalej 0 = α , 1 = α − β i 0 = α+ 2β + γ ,

zatem α = 0 , β = −1 i γ = 2 . Wreszcie 0 = u , 0 = u−v i 1 = u+2v+w , wie, c u = w = 0 i w = 1 .

Z tych obliczeń wynika, że A−1 =





1 1 −3
0 −1 2
0 0 1



. Można też zastosować np. wzór Cramera, co jest

o tyle  latwe, że

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
0 −1 2
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1 , co widzimy od razu, bo pod przeka, tna, sa, same zera.

6. Znaleźć wszystkie takie liczby z ∈ �
, że z4 = −8− 8i

√
3 i zaznaczyć je na p laszczyźnie.

Rozwia, zanie. Mamy
∣

∣z4
∣

∣ =
√

(−8)2 + (−8
√

3)2 = 8 ·
√

1 + 3 = 16 , zatem prawdziwy jest wzór

−8− 8i
√

3 = 16
[

− 8
16
− i 8

√
3

16

]

= 16
[

cos 4π
3

+ i sin 4π
3

]

. Z niego wynika, że

z = 2
[

cos 4π
3·4 + i sin 4π

3·4
]

= 2
[

cos π3 + i sin π3
]

= 1 + i
√

3 lub

z = 2
[

cos(π3 + 2π
4 )+ i sin(π3 + 2π

4 )
]

= 2
[

cos π3 + i sin π3
]

·
[

cos π2 + i sin π2
]

=
[

1+ i
√

3
]

· i = −
√

3+ i , lub

z =
[

1 + i
√

3
]

· i2 = −1− i
√

3 , lub

z =
[

1 + i
√

3
]

· i3 =
√

3− i .
Znalezione cztery wartości z leża, na okre, gu o środku w punkcie 0 , o promieniu 2 , sa, wierzcho lkami

kwadratu.

inf. Informacje przeróżne (przydatne albo i nie):

sin 5π
6

= 1
2

; sin 5π
4

= −
√

2
2

; cos 5π
6

= −
√

3
2

, i3 = −i .


