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1. Niech ~v =

(

4
5
4

)

, ~w =

(

−3
0
3

)

~x =
(

x1
x2
x3

)

, Niech M =





0 5 0
0 0 5
5 −13 13



.

(i) Znaleźć M~v , M~w i ~v × ~w . Napisać równanie p laszczyzny P , która przechodzi przez punkt

0 = (0, 0, 0) i która jest prostopad la do wektora ~v× ~w . Wykazać, że jeśli wektor ~x jest prostopad ly

do wektora ~v × ~w , to również wektor M~x jest prostopad ly do ~v × ~w .

M~v =





0 · 4 + 5 · 5 + 0 · 4
0 · 4 + 0 · 5 + 5 · 4

5 · 4 + (−13) · 5 + 13 · 4



=





25
20
7



, M~w =





0 · (−3) + 5 · 0 + 0 · 3
0 · (−3) + 0 · 0 + 5 · 3

5 · (−3) + (−13) · 0 + 13 · 3



=





0
15
24



,

~v × ~w =





5 · 3− 0 · 4
−[4 · 3− 4 · (−3)]

4 · 0− 5 · (−3)



=





15
−24

15



, równanie p laszczyzny prostopad lej do wektora ~v × ~w

ma wie
1
c postać 15x− 24y + 15z = 15 · 0− 24 · 0 + 15 · 0 = 0 , czyli 5x− 8y + 5z = 0 . Jeśli wektor

~x =
(

x
y
z

)

jest prostopad ly do wektora ~v× ~w , to 5x− 8y + 5z = 0 (wektory sa
1
prostopad le wtedy

i tylko wtedy, gdy ich iloczyn skalarny równy jest 0 ). Wtedy M · ~x =

(

5y
5z

5x−13y+13z

)

. Z równości

5 · 5y− 8 · 5z+ 5(5x− 13y+ 13z) = 5(5y− 8z + 5x− 13y+ 13z) = 5(5x− 8y+ 5z) = 0 wynika, że

wektor M · ~x też jest prostopad ly do wektora

(

5
−8
5

)

= 1
3~v × ~w , wie

1
c również do wektora ~v × ~w .

(ii) Znaleźć liczby α, β, γ, δ ∈ 3 takie, że M~v = α~v + β~w i M~w = γ~v+ δ~w .

Trzeba rozwia
1
zać dwa uk lady równań:

{

4α− 3β = 25;
5α+ 0β = 20;
4α+ 3β = 7;

oraz

{

4γ − 3δ = 0;
5γ + 0δ = 15;
4γ + 3δ = 24.

Można to zrobić

bez trudu i stwierdzić, że α = 4 , β = −3 , γ = 3 i δ = 4 .

(iii) Znaleźć wartości w lasne (rzeczywiste lub zespolone) i wektory w lasne macierzy M .

W celu znalezienia wartości w lasnych macierzy M znajdziemy jej wielomian charakterystyczny:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0− λ 5 0
0 0− λ 5
5 −13 13− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −λ
∣

∣

∣

∣

−λ 5
−13 13− λ

∣

∣

∣

∣

− 5

∣

∣

∣

∣

0 5
5 13− λ

∣

∣

∣

∣

= −λ3 + 13λ2 − 65λ + 125 =

=(5 − λ)(λ2 − 8λ + 25) = (5 − λ)[(λ − 4)2 + 9] . Wartościami w lasnymi sa
1

wie
1
c liczby 5 , 4 − 3i ,

4 + 3i . Znajdziemy wektory w lasne odpowiadaja
1
ce liczbie 5 . Należy rozwia

1
zać uk lad równań:

{ 0x+ 5y + 0z = 5x;
0x+ 0y + 5z = 5y;
5x− 13y + 13z = 5z.

Widać od razu, że (x, y, z) jest rozwia
1
zaniem wtedy i tylko wtedy, gdy

x = y = z . Oznacza to, że wektorami w lasnymi odpowiadaja
1
cymi wartości w lasnej 5 sa

1
wektory

postaci
(

x
x
x

)

, x 6= 0 . Niech ~u1 =

(

1
1
1

)

. Teraz zajmiemy sie
1

wartościa
1

w lasna
1

4 + 3i . Trzeba

rozwia
1
zać uk lad równań







0x+ 5y + 0z = (4 + 3i)x;
0x+ 0y + 5z = (4 + 3i)y;
5x− 13y + 13z = (4 + 3i)z.

Bez k lopotu stwierdzamy, że (x, y, z) jest

rozwia
1
zaniem tego uk ladu wtedy i tylko wtedy, gdy y = 4+3i

5 x , z = 4+3i
5 y = 7+24i

25 x . Przyk ladem

takiej trójki jest (4− 3i, 5, 4 + 3i) . Inne można otrzymać mnoża
1
c te

1
przez dowolna

1
liczbe

1
6= 0 .

Niech ~u2 =

(

4−3i
5
4+3i

)

. Ponieważ macierz jest rzeczywista i 4− 3i = 4 + 3i , wie
1
c wektorem w lasnym

odpowiadaja
1
cym wartości w lasnej 4− 3i jest np. wektor ~u3 =

(

4+3i
5
4−3i

)

(iv) Wykazać, że macierz M ma macierz odwrotna
1
i znaleźć wartości i wektory w lasne macierzy M−1 .

Liczba 0 nie jest wartościa
1
w lasna

1
macierzy M , zatem wyznacznik macierzy M (czyli iloczyn

jej wszystkich wartości w lasnych) jest różny od 0 . Sta
1
d wynika, że M ma macierz odwrotna

1



M−1 . Równość M~u1 = 5~u1 jest oczywíscie równoważna temu, że ~u1 = M−15~u1 = 5M−1~u1 ,

czyli 15~u1 = M−1~u1 , a to oznacza, że 1
5 jest wartościa

1
w lasna

1
macierzy M−1 , a wektor ~u1 jest

jednym z odpowiadaja
1
cych jej wektorów w lasnych. Pozosta le sa

1
postaci t~u1 , t ∈ � \ {0} . W taki

sam sposób można uzasadnić, że liczby 1
4+3i = 4−3i

5 oraz 1
4+3i = 4+3i

5 sa
1
wartościami w lasnymi,

którym odpowiadaja
1
wektory w lasne ~u2 i ~u3 .

(v) Znaleźć wartości i wektory w lasne macierzy M 2 .

Mamy M~u1 = 5~u1 , zatem M2~u1 = M ·M · ~u1 = M · 5~u1 = 5M~u1 = 5 · 5~u1 = 52~u1 , zatem

52 = 25 jest wartościa
1
w lasna

1
macierzy M , której odpowiada wektor ~u1 . Analogicznie możemy

przekonać sie
1
, że liczby (4 + 3i)2 = 7 + 24i oraz (4 − 3i)2 = 7 − 24i sa

1
wartościami w lasnymi

macierzy M2 , którym odpowiadaja
1
wektory ~u2 i ~u3 .

2. Znaleźć cze
1
ść rzeczywista

1
, cze

1
ść urojona

1
i argument wszystkich tych liczb zespolonych z , dla których

z8 + z4 + 1 = 0 . Znaleźć z2006 dla tej z nich, która jest po lożona najbliżej liczby 1 + i
2 .

Mamy 0 = z8 + z4 + 1 = (z4 + 1
2 )
2 + 3

4 , wie
1
c z4 = − 12 ± i

√
3
2 , czyli z4 = cos 2π3 + i sin 2π3 lub

z4 = cos 4π3 + i sin 4π3 . Z równości z4 = cos 2π3 + i sin 2π3 wynika, że z = cos 2π12 + i sin 2π12 =

= cos π6 + i sin π6 =
√
3
2 + i

2 lub z = cos(π6 + 2π
4 ) + i sin(π6 + 2π

4 ) = cos 2π3 + i sin 2π3 = − 12 + i
√
3
2 lub

z = cos(π6 + 4π
4 ) + i sin(π6 + 4π

4 ) = −
√
3
2 − i2 lub z = cos(π6 + 6π

4 ) + i sin(π6 + 6π
4 ) = 1

2 − i
√
3
2 . Z równości

z4 = cos 4π3 +i sin 4π3 wynika, że z = cos π3+i sin π3 = 1
2+i

√
3
2 lub z = cos(π3+ π2 )+i sin(π3+ π2 ) = −

√
3
2 + i2

lub z = cos(π3 +π)+ i sin(π3 +π) = − 12 − i
√
3
2 lub z = cos(π3 + 3π2 )+ i sin(π3 + 3π2 ) =

√
3
2 − i2 . Znaleźlísmy

wie
1
c osiem pierwiastków równania ósmego stopnia, czyli wszystkie. Wszystkie one leża

1
ona okre

1
gu o

środku w punkcie 0 i promieniu 1 . Najbliżej punktu 1+ i
2 znajduje sie

1
cos π6 + i sin π6 =

√
3
2 + i

2 . Mamy
[

cos π6 + i sin π6
]2006

=
([

cos π6 + i sin π6
])6)334 ·

[

cos π6 + i sin π6
]2

=

=
(

cosπ + i sinπ
)334 ·

[

cos π3 + i sin π3
]

= (−1)334
[

1
2 + i

√
3
2

]

= 1
2 + i

√
3
2

— zastosowalísmy kilkakrotnie wzór de Moivre’a. Na deser:

Re
(

cos(π3 + π
2 ) + i sin(π3 + π

2 )
)

= Re
(

−
√
3
2 + i

2

)

= −
√
3
2 ,

Im
(

cos(π3 + π
2 ) + i sin(π3 + π

2 )
)

= Im
(

−
√
3
2 + i

2

)

= 1
2 6= i

2 ,

Arg
(

cos(π3 + π
2 ) + i sin(π3 + π

2 )
)

= Arg
(

−
√
3
2 + i

2

)

= π
3 + π

2 = 5π
6 , oczywíscie do argumentu można

dodać dowolna
1
ca lkowita

1
wielokrotność liczby 2π .

Uwaga: cos(π6 + 2π4 )+i sin(π6 + 2π4 ) = [cos π6 +i sin π6 ] · [cos 2π4 +i sin 2π4 ] = [cos π6 +i sin π6 ] · [0+i ·1] =

=i[cos π6 + i sin π6 ] = i[
√
3
2 + i

2 ] = − 12 + i
√
3
2 .

3. Wiedza
1
c, że

∫∞
0
e−x

2

dx =
√
π

2 , obliczyć
∫∞
0
x2e−(x−1)

2

dx .

W treści tego zadania znalaz l sie
1
b la
1
d, mia loby być

∫∞
−∞ x

2e−(x−1)
2

dx . Z parzystości funkcji e−x
2

wynika, że
∫∞
−∞ e

−x2 dx = 2
∫∞
0
e−x

2

dx =
√
π , dowód tej równości by l pokazany na wyk ladzie. Mamy

∫∞
−∞ x

2e−(x−1)
2

dx
y=x−1

======
dy=dx

∫∞
−∞(y + 1)2e−y

2

dy =
∫∞
−∞ y

2e−y
2

dy +
∫∞
−∞ 2ye−y

2

dy +
∫∞
−∞ e

−y2 dy =

∫∞
−∞ y

2e−y
2

dy +
∫∞
−∞ 2ye−y

2

dy +
√
π . Należy wie

1
c znaleźć

∫∞
−∞ y

2e−y
2

dy oraz
∫∞
−∞ 2ye−y

2

dy . Mamy

∫

2ye−y
2

dy
z=y2

========
dz=2ydy

∫

e−z dz = −e−z+const = −e−y2+const .
∫∞
−∞ 2ye−y

2

dy = lim
m→∞

∫m

m
2ye−y

2

dy =

lim
m→∞

[

e−m
2−e−(−m)2

]

= 0 . Dalej
∫

y2e−y
2

dy
przez

=====
cze

1
ści
− 12y ·e−y

2

+ 12
∫

e−y
2

dy , zatem
∫∞
−∞ y

2e−y
2

dy =

lim
m→∞

∫m

m
y2e−y

2

dy = lim
m→∞

[

− 12y · e−y
2
∣

∣

m

−m
+ 1
2

∫m

−m e
−y2 dy

]

= 1
2

∫∞
−∞ e

−y2 dy = 1
2

√
π . Z przeprowadzo-

nych obliczeń wynika, że
∫∞
−∞ x

2e−(x−1)
2

dx = 1
2

√
π + 0 +

√
π = 3

2

√
π .



4. Naszkicować obszar A = {(x, y): 0 ≤ x ≤ 1 i x2 ≤ y ≤ 11x2} i znaleźć jego środek masy

przyjmuja
1
c, że jest on jednorodny.

Zaczniemy od znalezienia pola obszaru A . pole(A) =
∫ 1

0 [11x2−x2]dx =
∫ 1

0 10x2dx = 10
3 ·
[

13−03
]

=

= 103 . Środek masy jednorodnego odcinka o końcach (x, x2) i (x, 11x2) to punkt (x, 6x2) . Skupiona w

nim masa to 11x2 − x2 = 10x2 . Należy wie
1
c znaleźć ca lki

∫ 1

0 [x · 10x2]dx i
∫ 1

0 [6x2 · 10x2]dx i podzielić

każda
1

z nich przez pole obszaru, w wyniku otrzymamy kolejno pierwsza
1

i druga
1

wspó lrze
1
dna

1
środka

masy obszaru A . Mamy
∫ 1

0 [x · 10x2]dx = 10
4

[

14 − 04
]

= 5
2 oraz

∫ 1

0 [6x2 · 10x2]dx = 60
5

[

15 − 05
]

= 12 ,

zatem środek masy obszaru A to punkt 3
10

(

5
2 , 12
)

= ( 34 ,
18
5

)

.

5. Znaleźć rozwia
1
zanie ogólne równania x′′(t) + 4x′(t) + 4x(t) = 6te−2t + 25 cos t .

Zaczniemy od równania jednorodnego x′′(t) + 4x′(t) + 4x(t) = 0 . Jego równanie charakterystyczne

to λ2 + 4λ + 4 = 0 ma jeden pierwiastek podwójny: −2 . Wobec tego rozwia
1
zanie ogólne równania

jednorodnego to c1e
−2t + c2te

−2t . Teraz znajdziemy rozwia
1
zania szczególne równań

x′′(t) + 4x′(t) + 4x(t) = 6te−2t i x′′(t) + 4x′(t) + 4x(t) = 25 cos t .

W pierwszym przypadku prawa strona jest quasi–wielomianem stopnia 1 z wyk ladnikiem −2 . Po-

nieważ −2 jest podwójnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, wie
1
c istnieje rozwia

1
zanie

be
1
da
1
ce quasi–wielomianem stopnia 1 + 2 = 3 z wyk ladnikiem −2 , wie

1
c postaci (a+ bt+ ct2+dt3)e−2t .

Ze wzgle
1
du na to, jak wygla

1
da rozwia

1
zanie ogólne równania jednorodnego, można znaleźć rozwia

1
zanie

postaci (ct2 + dt3)e−2t . Mamy
[

(ct2 + dt3)e−2t
]′

= 2cte−2t + (−2c+ 3d)t2e−2t − 2de−2t i wobec tego
[

(ct2+dt3)e−2t
]′′

=
[

2cte−2t+(−2c+3d)t2e−2t−2de−2t
]′

= 2ce−2t+(6d−8c)te−2t+(4c−12d)t2e−2t+

+4dt3e−2t . Podstawiaja
1
c otrzymane wielkości do równania x′′(t)+4x′(t)+4x(t) = 6te−2t otrzymujemy

6te−2t = 2ce−2t+(6d−8c)te−2t+(4c−12d)t2e−2t+4dt3e−2t+4 ·
{

2cte−2t+(−2c+3d)t2e−2t−2de−2t
}

+

+4 ·(ct2+dt3)e−2t = (2c+6dt)e−2t . Dla każdej liczby t musi wie
1
c być spe lniona równość 6t = 2c+6dt ,

a to oznacza, że c = 0 i d = 1 . Rozwia
1
zaniem szczególnym jest t3e−2t .

Teraz zajmiemy sie
1
równaniem x′′(t) + 4x′(t) + 4x(t) = 25 cos t = Re[25eit] . Liczba i nie jest pierwiast-

kiem wielomianu charakterystycznego. Funkcja 25eit jest quasi–wielomianem stopnia 0 z wyk ladni-

kiem i . Istnieje wie
1
c rozwia

1
zanie postaci A cos t + B sin t . Podstawiamy do równania i otrzymujemy

25 cos t = −A cos t−B sin t+4
[

−A sin t+B cos t
]

+4
[

A cos t+B sin t
]

= (3A+4B) cos t+(3B−4A) sin t .

Ponieważ równość ma być spe lniona dla wszystkich liczb t , wie
1
c 3A + 4B = 25 i 3B − 4A = 0 . Sta

1
d

A = 3 i B = 4 . Rozwia
1
zaniem szczególnym jest 3 cos t+ 4 sin t .

Wobec tego rozwia
1
zaniem ogólnym równania x′′(t) + 4x′(t) + 4x(t) = 6te−2t + 25 cos t jest funkcja

t3e−2t + 3 cos t + 4 sin t + c1e
−2t + c2te

−2t , gdzie c1, c2 oznaczaja
1
dowolne liczby (rzeczywiste lub ze-

spolone w zależności od naszych zainteresowań).

6. Niech f(x, y) = 2x3−3x2y−3xy2+ 2y3−3x2+ 3xy−3y2 i niech Q = {(x, y) ∈ 3 2 : |x| ≤ 2, |y| ≤ 2} .

Znaleźć najmniejsza
1
i najwie

1
ksza

1
wartość funkcji f oraz wszystkie lokalne ekstrema w zbiorze Q . Można

ewentualnie skorzystać z równości

∂f
∂x

= 6x2 − 6xy − 3y2 − 6x+ 3y ,

∂f
∂y

= −3x2 − 6xy + 6y2 + 3x− 6y .

Zbiór Q to kwadrat, którego wierzcho lkami sa
1
punkty (2, 2) , (−2, 2) , (−2,−2) i (2,−2) . Jest on

domknie
1
ty i ograniczony (zatem zwarty) i wobec tego funkcja cia

1
g la f przyjmuje w jakimś punkcie tego

zbioru swa
1
najwie

1
ksza

1
wartość i w jakimś punkcie swa

1
najmniejsza

1
wartość. Jeśli punkt, w którym przyj-



mowana jest wartość ekstremalna znajduje sie
1
wewna

1
trz kwadratu, to obie pochodne cza

1
stkowe musza

1
być równe 0 , jeśli znajduje sie

1
wewna

1
trz pionowego odcinka brzegu, to musi być spe lniona równość

∂f
∂y

= 0 , jeśli wewna
1
trz poziomego odcinka, to musi być spe lniona równość ∂f

∂x
= 0 . Znajdziemy wszyst-

kie punkty, które spe lniaja
1
co najmniej jeden z wymienionych warunków.

Jeśli ∂f
∂y

= −3x2 − 6xy + 6y2 + 3x − 6y = 0 i ∂f
∂x

= 6x2 − 6xy − 3y2 − 6x + 3y = 0 , to po

odje
1
ciu stronami otrzymujemy 0 = 9x2 − 9y2 − 9x + 9y = 9(x − y)(x + y − 1) . Jeśli x = y , to

0 = 6x2 − 6x · x − 3x2 − 6x + 3x = −3x2 − 3x , zatem x = 0 lub x = −1 . Mamy wie
1
c dwa punkty,

(0, 0) i (−1,−1) , podejrzane o to, że funkcja może przyjmować w którymś z nich swa
1
najwie

1
ksza

1
lub

najmniejsza
1

wartość lub przynajmniej lokalnie najwie
1
ksza

1
lub lokalnie najmniejsza

1
. Jeśli x + y = 1 ,

to y = 1 − x i 0 = 6x2 − 6x · (1 − x) − 3(1 − x)2 − 6x + 3(1 − x) = 9x2 − 9x , zatem x = 0 lub

x = 1 . Sa
1
wie
1
c naste

1
pne dwa punkty, (0, 1) i (1, 0) podejrzane o to samo, co dwa znalezione poprzed-

nio. Mamy ∂2f
∂x2

(x, y) = 12x− 6y − 6 , ∂2f
∂x∂y

(x, y) = −6x− 6y + 3 i ∂
2f
∂y2

(x, y) = −6x+ 12y − 6 . Wobec

tego D2f(0, 0) =

(

−6 3
3 −6

)

, D2f(−1,−1) =

(

−12 15
15 −12

)

, D2f(0, 1) =

(

−12 −3
−3 6

)

, D2f(1, 0) =

(

6 −3
−3 −12

)

. Ponieważ macierze sa
1
symetryczne, wie

1
c ich wartości w lasne sa

1
rzeczywiste. Wyznacznik

pierwszej macierzy jest dodatni, wiec ma ona dwie wartości w lasne rzeczywiste tego samego znaku. Mamy

wie
1
c do czynienia z ekstremum lokalnym. Pozosta le trzy macierze maja

1
wyznaczniki ujemne, wie

1
c maja

1
po dwie wartości rzeczywiste różnych znaków. Wobec tego te trzy punkty to siod la: w kierunku wektora

w lasnego odpowiadaja
1
cego dodatniej wartości w lasnej funkcja ma lokalne minimum, a w kierunku wek-

tora w lasnego odpowiadaja
1
cego wartości w lasne ujemnej — lokalne maksimum (po obcie

1
ciu funkcji do

prostej w lasnej!). Bez trudu sprawdzamy, np. kryterium Sylestera, że macierz −D2f(0, 0) =

(

6 −3
−3 6

)

jest dodatnio określona, zatem macierz D2f(0, 0) jest określona ujemnie, wie
1
c w punkcie (0, 0) funkcja

f ma maksimum lokalne w laściwe.

Zajmiemy sie
1
teraz poziomymi cze

1
ściami brzegu. ∂f

∂x
(x, 2) = 6x2−12x−12−6x+6 = 6(x2−3x−1) = 0

wtedy i tylko wtedy, gdy x = 1
2 (3−

√
13) , drugi pierwiastek równania kwadratowego, 12 (3 +

√
13) > 3

leży poza przedzia lem (−2, 2) , wie
1
c nie jest interesuja

1
cy z punktu widzenia tego zadania. ∂f

∂x
(x,−2) =

=6x2+ 12x− 12− 6x− 6 = 6(x2+x− 3) = 0 , zatem x = 1
2 (−1 +

√
13) , bo 1

2 (−1−
√

13) < −2 . Wobec

tego na odcinkach poziomych wartości ekstremalne moga
1
być osia

1
gane w punkcie

(

1
2 (3−

√
13), 2

)

oraz

w punkcie
(

1
2 (−1 +

√
13),−2

)

.

Ponieważ f(x, y) = f(y, x) , wie
1
c na odcinkach pionowych wartości ekstremalne moga

1
być osia

1
gane w

punkcie
(

2, 12 (3−
√

13)
)

oraz w punkcie
(

− 2, 12 (−1 +
√

13)
)

.

W gre
1
wchodza

1
też wierzcho lki kwadratu.

Mamy f(0, 0) = 0 , f
(

1
2 (3 −

√
13), 2

)

= f
(

2, 12 (3 −
√

13)
)

= 1
2 (−37 + 13

√
13) — można to obli-

czyć bez żadnych sztuczek, a można skorzystać z tego, że liczba x = 1
2 (3 −

√
13) jest pierwiastkiem

równania kwadratowego x2 − 3x − 1 = 0 , czyli x2 = 3x + 1 = 1
2 (3 − 3

√
13) + 1 = 1

2 (11 − 3
√

13) i

x3 = x · x2 = x(3x + 1) = 3x2 + x = 3(3x + 1) + x = 10x+ 3 = 10 · 12 (3 −
√

13) + 3 = 18− 5
√

13 , co

niewa
1
tpliwie upraszcza obliczenia.

f
(

1
2 (−1 +

√
13),−2

)

= f
(

− 2, 12 (−1 +
√

13)
)

= − 12 (37 + 13
√

13) . Mamy też f(2, 2) = −28 , f(−2, 2) =

−36 , f(−2,−2) = 4 i f(2,−2) = −36 .

Ponieważ
√

13 > 3 , wie
1
c − 12 (37 + 13

√
13) < − 12 (37 + 13 · 3) = −38 . Ponieważ

√
13 > 3,5 , wie

1
c



1
2 (−37 + 13

√
13) > 12 (−37 + 13 · 3,5) = 1

2 · 8,5 > 4 . Sta
1
d wnioskujemy, że najwie

1
ksza

1
wartościa

1
funkcji

jest liczba f
(

1
2 (3−

√
13), 2

)

= f
(

2, 12 (3−
√

13)
)

= 1
2 (−37 + 13

√
13) , a wartościa

1
najmniejsza

1
— liczba

f
(

1
2 (−1 +

√
13),−2

)

= f
(

− 2, 12 (−1 +
√

13)
)

= − 12 (37 + 13
√

13) .

Wzory, których cze
1
ść może sie

1
przydać:

sin(2α) = 2 sinα cosα , tg(2α) = 2 tgα
1−tg2 α , cos(π − x) = − cosx , tg(x+ π) = tgx ,

cos(2α) = cos2 α− sin2 α = 1− 2 sin2 α = 2 cos2 α− 1 , ctg(2α) = ctg2 α−1
2 ctgα ,

sin π6 = 1
2 , sin π4 =

√
2
2 , sin π3 =

√
3
2 , cos π6 =

√
3
2 , cos π4 =

√
2
2 , cos π3 = 1

2 , sin 5π6 = 1
2 , sin π4 =

√
2
2 ,

√
2 ≈ 1,4142 ,

√
3 ≈ 1,7321 ,

√
5 ≈ 2,2361 ,

√
7 ≈ 2,6458 ,

√
17 ≈ 4,1231 ,

√
37 ≈ 6,0828 ,

√
71 ≈ 8,4262 ,

√
73 ≈ 8,5440 ,

√
137 ≈ 11,7047 ,

√
713 ≈ 26,7021 .


