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Ten plik sie

4
wyd luży l i zawiera już rozwia

4
zania wszystkich zadań.

1∗ — liczby zespolone 2∗ — ca lki 3∗ — równania różniczkowe

11. Niech M =





−1 2 0
−1 3 −2
−1 2 −1



. Niech ~v =





2
2
1



. Znaleźć M~v . Znaleźć wartości w lasne (rzeczywiste lub

zespolone) i wektory w lasne macierzy M . Wykazać, że macierz M ma macierz odwrotna
4

i znaleźć

wartości i wektory w lasne macierzy M−1 . Napisać równanie p laszczyzny P ⊂ 7 3 prostopad lej do

wektora
−−−−−→
[0,−1, 1] przechodza

4
cej przez punkt 0 = (0, 0, 0) . Sprawdzić, że dla każdego ~x ∈ P zachodzi

M~x ∈ P .

Rozw. Obliczamy wspó lrze
4
dne wektora M~v : pierwsza = (−1) · 2 + 2 · 2 + 0 · 1 = 2 , druga =

(−1) · 2 + 3 · 2 + (−2) · 1 = 2 , trzecia = (−1) · 2 + 2 · 2 + (−1) · 1 = 1 . Mamy wie
4
c M · ~v = ~v , zatem

~v jest wektorem w lasnym macierzy M , który odpowiada wartości w lasnej 1 (wynika to natychmiast z

definicji wartości w lasnej, która
4
trzeba pamie

4
tać!!!). Znajdziemy wartości w lasne macierzy M . Sa

4
one

pierwiastkami wielomianu charakterystycznego

det(M − λ · I) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1− λ 2 0
−1 3− λ −2
−1 2 −1− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1− λ)
∣

∣

∣

∣

3− λ −2
2 −1− λ

∣

∣

∣

∣

− 2

∣

∣

∣

∣

−1 −2
−1 −1− λ

∣

∣

∣

∣

+

+0

∣

∣

∣

∣

−1 3− λ
−1 2

∣

∣

∣

∣

= (−1− λ)[(3− λ) · (−1− λ)− (−2) · 2]− 2[(−1) · (−1− λ) − (−2) · (−1)] =

= (−λ−1)(λ2−2λ+ 1)−2(λ−1) = (λ−1)[−(λ+ 1)(λ−1)−2] = (λ−1)[−λ1−1] = −(λ−1)(λ2+ 1) .

Wobec tego wartościami w lasnymi macierzy M sa
4
liczby 1 , i oraz −i . Wektor w lasny odpowiadaja

4
cy 1

już znaleźlísmy. Oczywíscie oprócz ~v wektorami w lasnymi odpowiadaja
4
cymi 1 sa

4
np.





−2
−2
−1



,





2i
2i
−i



,





−6
−6
−3



,





2
√

5
2
√

5√
5



, . . . , ogólnie można pomnożyć ~v przez dowolna
4
liczbe

4
różna

4
od 0 . By znaleźć wektory

w lasne odpowiadaja
4
ce wartości w lasnej i należy znaleźć wszystkie niezerowe rozwia

4
zania uk ladu równań

{−x+ 2y + 0z = ix;
−x+ 3y − 2z = iy;
−x+ 2y − z = iz.

Bez wie
4
kszego trudu stwierdzamy, że konsekwencja

4
tego uk ladu sa

4
równości

y = z = 1+i
2 x . Przyjmuja

4
c np. x = 1− i otrzymujemy wektor





1− i
1
1



, który można pomnożyć przez

dowolna
4
liczbe

4
różna

4
od 0 , by otrzymać inny wektor odpowiadaja

4
cy wartości w lasnej i . Ponieważ ma-

cierz M jest rzeczywista oraz ī = −i , wie
4
c przyk ladem wektora w lasnego odpowiadaja

4
cego tej wartości

w lasnej jest wektor





1− i
1
1



 =





1 + i
1
1



. Ponieważ 0 nie jest wartościa
4

w lasna macierzy M , wie
4
c

jest wyznacznik jest różny od 0 jako iloczyn wszystkich wartości w lasnych M . Wobec tego istnieje

M−1 . Z równości M~w = λ~w wynika od razu, że λ−1~w =M−1~w , a to oznacza, że jeśli wektor w lasny

~w odpowiada wartości w lasnej λ macierzy M , to λ−1 jest wartościa
4
w lasna

4
macierzy M−1 , której

odpowiada wektor w lasny ~w . Oznacza to, że wartościami w lasnymi macierzy M−1 sa
4

liczby 1−1=1 ,

i−1 = −i oraz (−i)−1 = i . Odpowiadaja
4
im kolejno wektory w lasne ~v =





2
2
1



,





1− i
1
1



 oraz





1 + i
1
1



.

Równanie p laszczyzny P to 0 · x − 1 · y + 1 · z = 0 · 0− 1 · 0 + 1 · 0 = 0 , czyli y = z . Jeśli ~x ∈ P , to

istnieja
4

liczby x, y takie, że ~x =





x

y

y



. Wtedy M~x =





(−1) · x+ 2 · y + 0 · y
(−1) · x+ 3 · y − 2 · y
(−1) · x+ 2 · y − 1 · y



=





−x+ 2y
−x+ y
−x+ y



 ∈ P ,

bo druga i trzecia wspó lrze
4
dna M~x sa

4
równe.

Uwaga: Można zauważyć, że wektory w lasne macierzy M odpowiadaja
4
ce wartościom w lasnym i oraz



−i leża
4
w p laszczyźnie P , sa

4
oczywíscie liniowo niezależne, zatem jeśli ~u ∈ P , to

~u = α





1− i
1
1



+ β





1 + i
1
1



, gdzie α, β ∈ �
sa
4

odpowiednio dobranymi liczbami. Ponieważ M · ~u =

=M ·
[

α





1− i
1
1



+β





1 + i
1
1





]

= αi





1− i
1
1



+β(−i)





1 + i
1
1



, wie
4
c M~u ∈ P jako kombinacja liniowa

wektorów





1− i
1
1



,





1 + i
1
1



.

12. Jaki zbiór opisany jest równaniem:

(a) (1 + i
√

3)z = (1− i
√

3)z̄ ,

(b) zz̄ + 5 = (2− i)z + (2 + i)z̄ ,

(c) zz̄ + 4 = (2− i)z + (2 + i)z̄ .

Rozw. Niech x = Rez, y = Imz . Wtedy z = x+ iy . Równanie z punktu (a) przybiera postać

x− y
√

3 + i(x
√

3 + y) = x− y
√

3− i(x
√

3 + y) ,

czyli x
√

3 + y = 0 . Jest to równanie prostej przechodza
4
cej przez pocza

4
tek uk ladu wspó lrze

4
dnych, która

jest prostopad la do wektora
−−−−→
[
√

3, 1] , wie
4
c równoleg lej do wektora

−−−−−→
[1,−
√

3] . Prosta ta tworzy z dodatnia
4

pó losia
4
pozioma

4
ka
4
t, którego tangens jest równy − 1√

3
= −

√
3
3 , wie

4
c ka
4
t −π6 , czyli −30◦ .

Zauważmy, że 2 + i = 2 − i oraz (2 + i)(2 − i) = 5 . Mamy 0 = zz̄ − (2 − i)z − (2 + i)z̄ + 5 =

=zz̄−(2−i)z−(2+i)z̄+(2−i)(2+i) =
[

z−(2+i)
][

z̄−(2−i)
]

=
[

z−(2+i)
]

·
[

z − (2 + i)
]

=
∣

∣z−(2+i)
∣

∣

2
,

zatem z = 2 + i . Jest to równanie zbioru jednopunktowego.

Powtarzaja
4
c poprzednie rozumowanko otrzymujemy

∣

∣z−(2+ i)
∣

∣

2
= 1 (wystarczy na wste

4
pie dodać

i odja
4
ć 1 ). Wobec tego równanie w punkcie (c) opisuje okra

4
g o środku 2 + i i promieniu 1 .

13. Znaleźć wszystkie liczby zespolone z , dla których z4 − z2 + 1 = 0 . Znaleźć z6 dla każdej z nich.

Rozw. Mamy 0 = z4 − z2 + 1 =
(

z2 − 12
)2

+ 3
4 =
(

z2 − 12
)2 −
(

i
√
3
2

)2
=
(

z2 − 12 − i
√
3
2

)(

z2 − 12 + i
√
3
2

)

,

zatem albo z2 = 1
2 + i

√
3
2 = cos π3 + i sin π3 albo z2 = 1

2 − i
√
3
2 = cos π3 − i sin π3 = cos −π3 + i sin −π3 .

W pierwszym przypadku z wzoru de Moivre’a wynika od razu, że z = cos π6 + i sin π6 =
√
3
2 + 1

2 lub

z = cos 7π6 + i sin 7π6 = −
√
3
2 − 12 , a w drugim z = cos −π6 + i sin −π6 =

√
3
2 − 12 lub z = cos 5π6 + i sin 5π6 =

=−
√
3
2 + 1

2 . W obu przypadkach mamy z6 = (z2)3 =
(

cos π3 ± i sin π3
)3

= cosπ ± sinπ = −1 , bowiem
(

cosα± sinα
)n

= cos(nα)± sin(nα) — wzór de Moivre’a.

21. Obliczyć
∫

x2e3xdx .

Rozw. Mamy
∫

x2e3xdx
przez

=====
cze

4
ści
x2 · 13e3x−

∫ [

2x· 13e3x
]

dx = 1
3x
2e3x− 23

∫ [

xe3x
]

dx = 1
3x
2e3x− 23

[

1
3xe
3x−

− 13
∫

e3xdx
]

= 1
3x
2e3x − 29xe3x + 2

27e
3x + C .

22. Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru A = {(x, y): |x| ≤ π2 , 1 ≤ y ≤ 2 + cosx} .

Rozw. Ponieważ obszar jest symetryczny wzgle
4
dem osi OY , wie

4
c środek masy tego jednorodnego ob-

szaru leży na osi symetrii, czyli na osi OY . Potrzebne be
4
dzie nam pole obszaru. Jest ono równe

∫ π/2

−π/2[2 + cosx − 1]dx = (x + sinx)
∣

∣

π/2

−π/2
= π
2 + sin π2 −

[

− π2 + sin
(

− π2 )] = π + 2 . Środek masy

jednorodnego odcinka pionowego o końcach (x, 1) i (x, 2 + cosx) to punkt
(

x, 3+cosx2

)

. Skupiona

w nim masa to d lugość tego odcinka czyli 1 + cosx . Wobec tego druga wspó lrze
4
dna środka masy

obszaru równa jest 1
π+2

∫ π/2

−π/2

[

3+cos x
2 · (1 + cosx)dx

]

dx = 1
2(π+2)

∫ π/2

−π/2

[

3 + 4 cosx + cos2 x
]

dx =

= 1
2(π+2)

[

3x + 4 sinx + 1
4 sin(2x) + x

2

]∣

∣

π/2

−π/2
= 1
2(π+2)

[

3π + 4 · 2 + 1
4 · 0 + 1

2 · π
]

= 7π+16
4π+8 . Wobec tego

środkiem cie
4
żkości tego obszaru jest punkt

(

0, 7π+164π+8

)

23. Obliczyć
∫∞
0 x

3e−x
2

dx .

Rozw. Zachodza
4

równości
∫∞
0
x3e−x

2

dx = 1
2

∫∞
0

[x2 · 2xe−x2 ]dx = − 12x2e−x
2
∣

∣

∞

0
+
∫∞
0
xe−x

2

dx =



=− 12x2e−x
2
∣

∣

∞

0
− 12e−x

2
∣

∣

∞

0
= lim
x→∞

[

− 12x2e−x
2 − 12e−x

2]

+ 1
2

[

02e−0
2

+ e−0
2]

= 1
2 , bo lim

x→∞
x2e−x

2

=

= lim
x→∞

x2

ex2
de l’Hospital
========= lim

x→∞

2x

2xex2
= lim
x→∞

1

ex2
= 0 .

31. Znaleźć różniczkowalna
4

funkcje
4
x zmiennej t określona

4
na pewnym przedziale otwartym I zawie-

raja
4
cym liczbe

4
1 taka

4
, że tx′(t)− x(t) = t3√

1+t2
3 dla t ∈ I oraz

(a) x(0) = 1 ; (b) x(1) = 2
5 ; (c) lim

t→∞
x(t) = −1 .

Rozw. Możemy napisać t√
1+t2

3 = tx′−x
t2 =

[

x
t

]′
— piszemy x zamiast x(t) . Sta

4
d wynikaja

4
równości

x
t =
∫ (

x
t

)′
dt =
∫

tx′−x
t2 dt =

∫

t√
1+t2

3 dt
y=1+t2

=======
dy=2tdt

1
2

∫

1
y3/2
dy = 1

2

∫

y−3/2dy = −y−1/2 + C =

= −1√
1+t2

+ C .

Wobec tego x(t) = x = −t√
1+t2

+ Ct .

(a) Podstawiaja
4
c t = 0 do równania otrzymujemy 0 · x′(0) − x(0) = 03√

1+02
= 0 . Z tej równości

wynika, że x(0) = 0 , zatem nie istnieje taka funkcja.

(b) Ma być spe lniona równość 2
5 = x(1) = −1√

1+12
+ C · 1 . Wobec tego C = 2

5 + 1√
2

, zatem

x(t) = −t√
1+t2

+
[

2
5 + 1√

2

]

t .

(c) Mamy lim
t→∞

−t√
1+t2

= lim
t→∞

−1√
1/t2+1

= −1 , zatem wystarczy przyja
4
ć C = 0 . Rozwia

4
zaniem jest

wie
4
c funkcja x(t) = −t√

1+t2
, innych nie ma, bo dla C 6= 0 granica lim

t→∞

[

−t√
1+t2

+Ct
]

co prawda istnieje,

ale nie jest skończona, wie
4
c nie jest równa 1 .

Uwaga. Pocza
4
tek rozwia

4
zania może wydać sie

4
niektórym z Państwa nieco sztuczny. Zamiast podzielenia

równania stronami przez t2 można zaja
4
ć sie
4
najpierw równaniem jednorodnym tx′−x = 0 . Zauważyć,

że można je przepisać w postaci x
′

x = 1
t (rozdzielilísmy zmienne), sca lkować obustronnie te

4
równość:

ln |x| = ln |t| . Wywnioskować sta
4
d, że x = ct dla pewnej liczby c . Naste

4
pnie uzmiennić sta la

4
c i

poszukać rozwia
4
zania równania niejednorodnego w postaci tc(t) . Wtedy t3√

1+t2
3 = t(ct)′ − ct = t2c′ +

tc − ct = t2c′ , zatem c′ = t√
1+t2

3 i wobec tego c =
∫

t√
1+t2

3 dt = − 1√
1+t2

+ C i wobec tego x(t) =

=tc(t) = − t√
1+t2

+ Ct dla pewnej liczby C .

32. Znaleźć rozwia
4
zanie ogólne równania x′(t) = sin t · x(t)2 i takie rozwia

4
zanie x , że x(0) = 0 .

Rozw. Mamy x′

x2 = sin t . Po sca lkowaniu obu stron otrzymujemy − 1x = cos t+C , zatem x(t) = −1
C+cos t .

Jest to rozwiazanie ogólne, które jednak nie obejmuje wszystkich rozwia
4
zań, mianowicie tych, których

wartość w pewnym punkcie jest równa 0 , bowiem przez 0 dzielić nie wolno! Bez żadnych trudności

możemy zauważyć, że funkcja tożsamościowo równa 0 , x(t) = 0 dla każdego t , spe lnia wyj́sciowe

równanie. Jest ona jedynym rozwia
4
zaniem, dla którego x(0) = 0 , bowiem warunek pocza

4
tkowy wyzna-

cza rozwia
4
zanie jednoznacznie (to twierdzenie z wyk ladu usprawiedliwia „zgadywanie” rozwia

4
zań).

33. W cia
4
gu roku masa 1 g radu zmniejszy la sie

4
o 0, 00044 g. Niech m(t) oznacza mase

4
po up lywie t lat.

Oznacza to, że m(0) = 1 g. Dla bardzo krótkich okresów czasu ( ∆t ) ubytek masy jest w przybliżeniu

proporcjonalny do masy i do ∆t , w granicy gdy ∆t −→ 0 równość jest dok ladna (nie chodzi tu o

równość 0 = 0 ). Jaka be
4
dzie masa tej substancji po up lywie t lat? Po jakim czasie masa radu równa

be
4
dzie 0,5 g.

Uwaga: Liczba t nie musi być ca lkowita.

Rozw. Niech λ > 0 oznacza wspó lczynnik proporcjonalności, o którym mówi sie
4

w zadaniu. Wo-

bec tego m(t + ∆t) − m(t) = λ · m(t) · ∆t , czyli m(t+∆t)−m(t)∆t = −λm(t) . Wobec tego −λm(t) =

= lim
∆t→0

m(t+∆t)−m(t)
∆t = m′(t) . Rozwia

4
zaniem równania różniczkowego m′(t) = −λm(t) jest funkcja

postaci Ce−λt . Mamy 1 = m(0) = Ce−λ·0 = C , wie
4
c m(t) = e−λt . Mamy też e−λ = m(1) =

=1−0,00044 = 0,99956 , a to oznacza, że λ = − ln 0,99956 . Mamy znaleźć t takie, że 12 = m(t) = e−λt ,

czyli −λt = ln 12 = − ln 2 . Sta
4
d wynika, że t = ln 2

λ = ln 2
− ln 0,99956 ≈ 1575 . Oznacza to, że po oko lo 1575



latach z jednego grama radu zostanie pó l grama radu. Oczywíscie nie oczekiwalísmy tego przybliżenia

na klasówce, odpowiedź po ln 2
− ln 0,99956 latach by laby wystarczaja

4
ca.

34. Znaleźć rozwia
4
zanie ogólne równania x′′(t)− 6x′(t) + 8x(t) = t+ e2t .

Rozw. Najpierw znajdziemy rozwia
4
zanie ogólne równania jednorodnego x′′(t) − 6x′(t) + 8x(t) = 0 .

Pierwiastkami wielomianu charakterystycznego λ2−6λ+8 sa
4
liczby 2 i 4 , zatem rozwia

4
zaniem ogólnym

tego równania jest funkcja c1e
2t + c2e

4t .

Teraz znajdziemy rozwia
4
zanie szczególne równania x′′(t)− 6x′(t) + 8x(t) = t . Ponieważ 0 nie jest

pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, wie
4
c istnieje rozwia

4
zanie postaci at + b . Podstawiaja

4
c

do równania otrzymujemy t = (at + b)′′ − 6(at + b)′ + 8(at + b) = 8at + (b − 6a) . Wobec tego, że

wspó lczynniki przy takich samych pote
4
gach t po obu stronach równości musza

4
być równe, spe lnione

musza
4

być równania 8a = 1 i b − 6a = 0 . Oznacza to, że a = 1
8 i b = 6

8 = 3
4 . Rozwia

4
zaniem jest

wielomian pierwszego stopnia: 18 t+
3
4 (istnieje wiele innych, ale żadne z nich nie jest wielomianem).

Teraz kolej na równanie x′′(t)− 6x′(t) + 8x(t) = e2t . Liczba 2 jest pierwiastkiem jednokrotnym

wielomianu charakterystycznego, wie
4
c można znaleźć rozwia

4
zanie postaci (at + b)e2t tego równania.

Ponieważ funkcja be2t jest rozwia
4
zaniem równania jednorodnego ( c1 = 0 , c2 = b ), wie

4
c żadnego

warunku na wspó lczynnik b nie otrzymamy, może on przyjmować dowolna
4
wartość. Możemy wie

4
c znaleźć

rozwia
4
zanie postaci ate2t (przyje

4
lísmy b = 0 , można!). Podstawiamy do równania i otrzymujemy e2t =

=
(

ate2t
)′′ − 6

(

ate2t
)′

+ 8
(

ate2t
)

= −2ae2t , zatem a = − 12 . Oznacza to, że jednym z rozwia
4
zań jest

funkcja − 12e2t . Wobec tego rozwia
4
zaniem ogólnym równania x′′(t)−6x′(t)+8x(t) = t+e2t jest funkcja

1
8 t + 3

4 − 12e2t + c1e
2t + c2e

4t , gdzie c1, c2 sa
4

dowolnymi liczbami (rzeczywistymi, jeśli poszukujemy

rozwia
4
zań rzeczywistych; zespolonymi, gdy interesujemy sie

4
rozwia

4
zaniami zespolonymi).

35. Znaleźć rozwia
4
zanie ogólne równania x′′(t)− 8x′(t) + 16x(t) = 0 .

Rozw. Równanie charakterystyczne wygla
4
da tak 0 = λ2−8λ+ 16 = (λ−4)2 , zatem ma ono jeden pier-

wiastek podwójny, jest nim 4 . Rozwia
4
zaniem ogólnym jest wie

4
c funkcja (c1 + c2t)e

4t . KONIEC!!!!!!!

36. Znaleźć takie rozwia
4
zanie równania x′′(t) + 2x′(t) + 5x(t) = 0 , że x(0) = 1 i x′(0) = −1 .

Rozw. Równanie charakterystyczne wygla
4
da tak 0 = λ2+2λ+5 = (λ+1)2+4 , zatem jego pierwiastkami

sa
4
liczby −1± 2i . Rozwia

4
zanie ogólne ma wie

4
c postać c1e

(−1+2i)t + c2e
(−1−2i)t , gdzie c1, c2 sa

4
dowol-

nymi liczbami zespolonymi. Maja
4
być spe lnione równości 1 = x(0) = c1e

(−1+2i)0+ c2e
(−1−2i)0 = c1+ c2

oraz −1 = x′(0) = c1(−1 + 2i)e(−1+2i)0 + c2(−1 − 2i)e(−1−2i)0 = c1(−1 + 2i) + c2(−1 − 2i) =

=−(c1+c2)+2i(c1−c2)
z pierwszego

==========
równania

−1+2i(c1−c2) , czyli c1 = c2 . Sta
4
d i z pierwszego równania otrzy-

mujemy c1 = c2 = 1
2 . Wobec tego poszukiwanym rozwia

4
zaniem jest funkcja 1

2e
(−1+2i)t + 1

2e
(−1−2i)t =

= 12e
−t[cos(2t)+i sin(2t)]++12e

−t[cos(2t)−i sin(2t)] = e−t cos(2t) . Jest to oczywíscie jedyne rozwia
4
zanie

tego zadania. Koniec.

Można też udawać, że liczby zespolone w zasadzie nie istnieja
4
, co nie jest najlepszym pomys lem, ale

ludzie robia
4
różne rzeczy. Wygla

4
da loby to tak. Ponieważ pierwiastkami wielomianu charakterystycznego

sa
4
liczby −1± 2i , wie

4
c rozwia

4
zaniem ogólnym jest funkcja d1e

−t cos(2t) + d2e
−t sin(2t) . Z warunków

x(0) = 1 i x′(0) = −1 otrzymujemy uk lad równań z niewiadomymi d1, d2 . Po rozwia
4
zaniu go stwier-

dzamy, że d1 = 1 i d2 = 0 .

Wzory, które moga
4
, choć nie musza

4
, przydać sie

4
:

sin(2α) = 2 sinα cosα , tg(2α) = 2 tgα
1−tg2 α ,

cos(2α) = cos2 α− sin2 α = 1− 2 sin2 α = 2 cos2 α− 1 , ctg(2α) = ctg2 α−1
2 ctgα ,

sin π6 = 1
2 , sin π4 =

√
2
2 , sin π3 =

√
3
2 , cos π6 =

√
3
2 , cos π4 =

√
2
2 , cos π3 = 1

2 .


