Klas6wka poprawkowa, matematyka A, 13 czerwca 2006, szkice rozwiazan

Ten plik sie wydtuzyl i zawiera juz rozwiazania wszystkich zadai.

1% — liczby zespolone 2+ — calki 3% — réwnania rézniczkowe
-1 2 0 2

11. Niech M =| —1 3 —2 |. Niech Vv = 2 |. Znalez¢ MV . Znalez¢ wartosci wlasne (rzeczywiste lub
-1 2 -1 1

zespolone) i wektory wlasne macierzy M . Wykazaé, ze macierz M ma macierz odwrotng i znalezé
wartoéci i wektory wlasne macierzy M ~'. Napisaé réwnanie plaszczyzny P C R? prostopadlej do
wektora m przechodzacej przez punkt 0 = (0,0,0). Sprawdzi¢, ze dla kazdego X € P zachodzi
MxXeP.

Rozw. Obliczamy wspélrzedne wektora MV: pierwsza= (—1)-2+2-240-1 = 2, druga=
(=1)-24+3-24(=2)-1=2, trzecia= (—-1)-2+2-2+(-1)-1 =1. Mamy wiec M -V = V¥, zatem
V jest wektorem wlasnym macierzy M , ktéry odpowiada wartosci wlasnej 1 (wynika to natychmiast z
definicji wartosci wlasnej, ktéra trzeba pamietaé!!l). Znajdziemy wartosci wlasne macierzy M . Sa one

pierwiastkami wielomianu charakterystycznego

—1-A 2 0
3—A\ —2 -1 -2
det(M—X-I)=| -1 3-x -2 |=(-1-X) 2 +
o 5 1o ‘ 2 —1—)\‘ ‘—1 —1—)\‘
+O\j 3?\=<—1—A>[<3—A>~<—1—A>—<—2>~21—2[(—1)-(—1—A>—<—2>-<—1>1=

= (A-D)A2 =22 +1)—2A—1) = A= 1)[-A+1)A=1) =2 = A=D)[-A —1] = - A= 1)(\2 +1).

Wobec tego wartosciami wlasnymi macierzy M sa liczby 1, ¢ oraz —i. Wektor wlasny odpowiadajacy 1

-2 2
juz znalezliémy. Oczywiscie oprécz v wektorami wlasnymi odpowiadajacymi 1 sanp. | =2 |, | 2i |,
-1 —1i

—6 2v5
—6 |,| 2v5 |, ..., ogélnie mozna pomnozyé¢ v przez dowolna liczbe rézna od 0. By znalezé wektory

-3 V5

wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej ¢ nalezy znalez¢ wszystkie niezerowe rozwiazania uktadu réwnan
—x + 2y + 0z = ix;

{ —x + 3y — 2z =1y; Bez wiekszego trudu stwierdzamy, ze konsekwencja tego uktadu sa réwnosci
—r+2y— z=1z.

1—1
Yy=z= %:ﬂ Przyjmujac np. x =1 — ¢ otrzymujemy wektor 1 , ktéry mozna pomnozy¢ przez
1
dowolna, liczbe rézna od 0, by otrzymaé inny wektor odpowiadajacy wartosci wlasnej 7. Poniewaz ma-
cierz M jest rzeczywista oraz i = —i, wiec przykladem wektora wlasnego odpowiadajacego tej wartosci
1—14 141
wlasnej jest wektor 1 = 1 . Poniewaz 0 nie jest wartoscia wlasna macierzy M , wiec
1 1

jest wyznacznik jest rézny od 0 jako iloczyn wszystkich wartosci wlasnych M . Wobec tego istnieje
M~'. Z réwnoéci MW = AW wynika od razu, ze A~'w = M ~'w, a to oznacza, ze jedli wektor wlasny

w odpowiada wartoéci wlasnej A macierzy M, to A~! jest wartoécia wlasng macierzy M1, ktérej

odpowiada wektor wlasny w. Oznacza to, Ze wartosciami wlasnymi macierzy M ~! sa liczby 17171,
2 1—1 1+
i~1 = —i oraz (—i)~! = 4. Odpowiadaja im kolejno wektory wlasne v =| 2 |, 1 oraz 1
1 1 1
Réwnanie ptaszezyzny P to 02 —1-y+1-2=0-0—1-04+1-0=0, czyli y = 2. Jedli X € P, to
T (1) z+2-y+0-y —x + 2y
istnieja liczby z,y takie, ze X = y |. Wtedy MX =| (-1)-2+3-y—2-y | =| —z+y | € P,
y (1) z+2-y-1-y —z+y

bo druga i trzecia wspéhrzedna MX sa rowne.

Uwaga: Mozna zauwazy¢, ze wektory wlasne macierzy M odpowiadajace wartosciom wlasnym i oraz



12.

13.

—1i leza w plaszczyznie P, s oczywiscie liniowo niezalezne, zatem jesli i € P, to
1—14 141
d=al 1 +p0] 1 , gdzie o, 3 € C sg odpowiednio dobranymi liczbami. Poniewaz M - d =
1 1
1—14 141 1—14 141
=M-|afl 1 +48l 1 =ai| 1 +0(=i)| 1 , wiec M1 € P jako kombinacja liniowa
1 1 1 1
1—14 141
wektorow 1 , 1
1 1

Jaki zbiér opisany jest réwnaniem:

(a) (1+iv3)z=(1-iV3)z,

(b) zz+5=(2—-1i)z+ (2+4)z,

(¢) zZ+4=(2—-1i)z+ (2+19)Z.

Rozw. Niech x = Rez,y = Imz. Wtedy z = z + iy. Réwnanie z punktu (a) przybiera postaé
z—yV/3+i(zV3+y) =z —yVvV3—i(zV3+y),

czyli xv/3+y = 0. Jest to réwnanie prostej przechodzacej przez poczatek ukladu wspéhrzednych, ktéra

jest prostopadta do wektora [\/_T,li , wiec réwnoleglej do wektora [1, ,\/5] . Prosta ta tworzy z dodatnia

polosia pozioma kat, ktérego tangens jest rowny —% = —i , wiec kat —Z | czyli —30°.

Zauwazmy, ze 2 +1 = 2 —i oraz (2+4)(2—1i) = 5. Mamy 0 = 2z — (2—2’)2— 2+dz+5=
—22— (2—1)2— (240)24+(2—1) (244) = [2—(2+1)][2=(2—=0)] = [t—@+)]- [ — @+ )] = |=—2+)[*,
zatem z = 2+ i. Jest to rownanie zbioru jednopunktowego.

Powtarzajac poprzednie rozumowanko otrzymujemy ‘z —(241) |2 = 1 (wystarczy na wstepie dodaé
i odja¢ 1). Wobec tego réwnanie w punkcie (c¢) opisuje okrag o §rodku 2 + ¢ i promieniu 1.

Znalezé wszystkie liczby zespolone z, dla ktérych z* — 22 +1 = 0. Znalez¢é 25 dla kazdej z nich.

Rosw. Mamy 0= 24— 22 41 = (2 1) 4+ § = (2 = 4)° = (°)" = (2~ } i) (2 - 3 +4°f)

— 8 = osgfisinz = cos =& + isin =X .

2 1, ,v3 _ T 4igipn® 2 _
zatem albo 2* = 5 +i% = cos§ +isin g albo z* = 5 3 3 3

1
2
W pierwszym przypadku z wzoru de Moivre’a wynika od razu, ze z = cos § +ising = ﬁ + l lub

z-cos——l—zsm”z—ﬁ L awdrugim z = cos =% - +isin 4" = v3 _ lub 2 = cos 3T —i—zsm‘%:

6 2 2 2
V3 1
2+2

jus

3

. W obu przypadkach mamy 2% = (22)3 = (cos 7 T usin )3 = cosm xsinm = —1, bowiem

(cosa + sin a)n = cos(na) £ sin(na) — wzér de Moivre’a.

21.

22,

23.

Obliczy¢ [ z%e3*dax.
przez o

Rozw. Mamy [ 22e3* dx =— x?-
czesci

%emff [21%63“3] dr = %1’263337% Ik [:Ee3“’] dr =

—% [ e dx} = %x2e3‘” — %xe&” + 2—2763‘” +C.
Zmalez¢ $rodek masy jednorodnego obszaru A = {(z,y): |¢| < §, 1 <y <2+cosz}.

Rozw. Poniewaz obszar jest symetryczny wzgledem osi OY , wiec $érodek masy tego jednorodnego ob-

szaru lezy na osi symetrii, czyli na osi OY . Potrzebne bedzie nam pole obszaru. Jest ono réwne

ff7/r§2[2+cosx — 1ldx = (ersinglc)[f/2 =Z+sinf—[-Z+sin(—-3) =7+2. Srodek masy

jednorodnego odcinka pionowego o koncach (z,1) i (z,2 + cosz) to punkt (:L', 3'“%) Skupiona

w nim masa to dlugos¢ tego odcinka czyli 1 4+ cosxz. Wobec tego druga wspétrzedna srodka masy

/2

obszaru réwna jest +2 fw/Q [m - (1 + cosz)dr|dz = 2(7r+2) JZ /2

2 [3+4cosx+cost]da: =
/2

—7/2

2(W+2) [33: +4sinx + Lsin(2z) + } ‘ e

= (7r+2) [377—!—4 2+ 1 1 041 5 } = Imt16 Wobec tego

77r+16)

srodkiem ciezkosci tego obszaru jest punkt (0, 1r78

Obliczy¢ [;° zde= dx .

4 foi [° .3 ,—x? _ 102, —z? _ 1.2 —a?|>® < .~z _
Rozw. Zachodza, réwnosci [~ a%e ™ dx = § [[T[a? - 2ze™ |dx = —faPe ™ | + [T we " dz =



1,2, —x?|%® 1,—z2|>® . 1,2, —z? 1,—x? 1[n2,—0% —0? 1 : P
=—=z°€ — ze :hm[f—ze — ze ]Jr—[Oe +e ]:—bo lim z“e =
2 0 2 0 T 00 2 2 2 27 T—00
. 2 de I’'Hospital . .
= lim Ly ———— hm2—zw2: hm%:O.
r—00€ T—00 2T€ r—00€

31.

32.

33.

Zmalez¢ rézniczkowalna, funkcje = zmiennej ¢ okre$lona na pewnym przedziale otwartym I zawie-

rajacym liczbe 1 taka, ze tz'(t) — z(t) = % dla t € T oraz
(a) z(0)=1; (b) z(1) = 2; (c) thm z(t)=—1.
Rozw. Mozemy napisaé \/1+t73 = ”;;” = [ﬂl — piszemy x zamiast x(t). Stad wynikaja réwnosci
z _ [ (z\ to'—w gy ¢ y=1+t 1 0 1 (-3/2, . 1)2 _
t_f(t)dt f t_f\/@Sdt dy—2t dt 2fy3/2dy_2fy dy = —y +C =
_ -1
==t C.
Wobec tego z(t) = \/7 + Ct.

(a) Podstawiajac t = 0 do réwnania otrzymujemy 0 - 2'(0) — z(0) = 7oz = 0 7 tej réwnosci
wynika, ze 2(0) = 0, zatem nie istnieje taka funkcja.

(b) Ma by¢ speliona réwnosé 2 = z(1) = \/H-T + C - 1. Wobec tego C = 5 + 5, zatem

5
— = 2 1
a(t) = A + 3 + ]t
im —t = lim —L_ =
(c) Mamy tlim 14+t2 tlggo 1/t2+1
—t

wiec funkcja z(t) = i innych nie ma, bo dla C # 0 granica hm [\/W + Ct] co prawda istnieje,

—1, zatem wystarczy przyja¢ C' = 0. Rozwiazaniem jest

ale nie jest skonczona, wiec nie jest rowna 1.

Uwaga. Poczatek rozwiazania moze wydacé sie niektorym z Panstwa nieco sztuczny. Zamiast podzielenia
réwnania stronami przez t*> mozna zajac sie najpierw réwnaniem jednorodnym tx' —x = 0. Zauwazy?é,
. . . . oz 1 ielilid . T z . ¢ 2 4.
Ze mozna je przepisa¢ w postaci % = 1 (rozdzielilismy zmienne), scalkowa¢ obustronnie te réwnosc:

In|z| = In|t|. Wywnioskowaé stad, ze x = ct dla pewnej liczby c. Nastepnie uzmiennié¢ stalg c i

poszukaé rozwigzania réwnania niejednorodnego w postaci te(t). Wtedy % =t(ct) —ct =t3c +

42 ;o t . _ t _ _
tc —ct = t°c’, zatem ¢ = NiFEEL i wobec tego ¢ = f—mgdt = m+c i wobec tego x(t) =
=tc(t) = + Ct dla pewnej liczby C'.

/1 t2
Znalez¢é rozwiazanie ogélne réwnania 2’ (t) = sint - z(t)? i takie rozwiazanie =, ze x(0) = 0.

Rozw. Mamy f—; = sint. Po scatkowaniu obu stron otrzymujemy —% = cost+C, zatem z(t) = #ﬁst .
Jest to rozwiazanie ogdlne, ktére jednak nie obejmuje wszystkich rozwiazan, mianowicie tych, ktérych
warto$¢ w pewnym punkcie jest réwna 0, bowiem przez 0 dzieli¢ nie wolno! Bez zadnych trudnosci
mozemy zauwazy¢, ze funkcja tozsamosciowo réwna 0, z(t) = 0 dla kazdego ¢, spelnia wyjsciowe
réwnanie. Jest ona jedynym rozwigzaniem, dla ktérego x(0) = 0, bowiem warunek poczatkowy wyzna-

cza rozwigzanie jednoznacznie (to twierdzenie z wykladu usprawiedliwia ,zgadywanie” rozwiazan).

W ciaggu roku masa 1 g radu zmniejszyla sie o 0,00044 g. Niech m(t) oznacza mase po uptywie t lat.
Oznacza to, ze m(0) = 1 g. Dla bardzo krétkich okreséw czasu ( At) ubytek masy jest w przyblizeniu
proporcjonalny do masy i do At, w granicy gdy At — 0 réwnosé¢ jest dokladna (nie chodzi tu o
réwnosé 0 = 0). Jaka bedzie masa tej substancji po uplywie t lat? Po jakim czasie masa radu réwna
bedzie 0,5 g.

Uwaga: Liczba t nie musi by¢ calkowita.

Rozw. Niech A > 0 oznacza wspolczynnik proporcjonalnosci, o ktérym moéwi sie w zadaniu. Wo-

bec tego m(t + At) — m(t) = - m(t) - At, czyli ZEFAD=E _ _ \in(¢). Wobec tego —Am(t) =
At
:Alimo%w = m/(t). Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego m/'(t) = —Am(t) jest funkcja

postaci Ce™. Mamy 1 = m(0) = Ce 0 = C, wiec m(t) = e M. Mamy tez e > = m(l) =
=1-0,00044 = 0,99956, a to oznacza, ze A = —In0,99956. Mamy znalez¢é t takie, ze % =m(t) =e M,

czyli —At = ln% = —1In2. Stad wynika, ze t = 1“2 = W ~ 1575. Oznacza to, ze po okolo 1575
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latach z jednego grama radu zostanie p6l grama radu. Oczywiscie nie oczekiwaliSmy tego przyblizenia

In2

~150.09956 latach bylaby wystarczajaca.

na klaséwce, odpowiedZ po
Znalez¢ rozwiazanie ogélne réwnania x”(t) — 62/ (t) + 8x(t) = t + €%

Rozw. Najpierw znajdziemy rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego z”(t) — 62/(t) + 8z(t) = 0.
Pierwiastkami wielomianu charakterystycznego A2—6A+8 sa liczby 2 i 4, zatem rozwiazaniem ogélnym
tego réwnania jest funkcja cie? + coet.

Teraz znajdziemy rozwiazanie szczegdlne réwnania x”(t) — 62'(t) + 8x(t) = ¢t. Poniewaz 0 nie jest
pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, wiec istnieje rozwiazanie postaci at + b. Podstawiajac
do réwnania otrzymujemy ¢ = (at + b)” — 6(at + b)' + 8(at + b) = 8at + (b — 6a). Wobec tego, ze
wspOlczynniki przy takich samych potegach ¢ po obu stronach réwnosci musza byé réwne, spelnione
musza by¢ rownania 8¢ = 1 i b — 6a = 0. Oznacza to, ze a = % ib= g = %. Rozwiazaniem jest
wielomian pierwszego stopnia: %t + % (istnieje wiele innych, ale zadne z nich nie jest wielomianem).

Teraz kolej na réwnanie x”(t) — 62’ (t) + 8x(t) = 2! Liczba 2 jest pierwiastkiem jednokrotnym
wielomianu charakterystycznego, wiec mozna znalezé rozwiazanie postaci (at + b)e*' tego réwnania.
Poniewaz funkcja be?® jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego (c¢; = 0, ¢z = b), wiec zadnego
warunku na wspélczynnik b nie otrzymamy, moze on przyjmowac¢ dowolna wartosé. Mozemy wiec znalezé
rozwiazanie postaci ate?! (przyjelismy b = 0, mozna!). Podstawiamy do réwnania i otrzymujemy e* =
:(atth)N - 6(at62t)/ + 8(ate?’) = —2ae®", zatem a = —1. Oznacza to, ze jednym z rozwiazaii jest
funkcja —1e? . Wobec tego rozwiazaniem ogdlnym réwnania z”(t) — 62’ (t) + 8z (t) = t+e** jest funkcja
1t + 3 — L 4 cre? + cpe! | gdzie c1,c2 sa dowolnymi liczbami (rzeczywistymi, jesli poszukujemy
rozwigzan rzeczywistych; zespolonymi, gdy interesujemy sie rozwigzaniami zespolonymi).

Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania x”(t) — 8z (¢) + 16x(t) = 0.

Rozw. Réwnanie charakterystyczne wyglada tak 0 = A2 —8\+16 = (A —4)? | zatem ma ono jeden pier-

Znalez¢ takie rozwigzanie réwnania a”(¢) + 22/(t) + 5z(t) =0, ze z(0) =11 a/(0) = —1.

Rozw. Réwnanie charakterystyczne wyglada tak 0 = A\2+2X\+5 = (A+1)2+4, zatem jego pierwiastkami
sa liczby —1 + 2i. Rozwiazanie ogélne ma wiec postaé crel= 120t 4 cre(=1720 odyie ¢, ¢y sa dowol-
nymi liczbami zespolonymi. Maja, by¢ speione réwnosci 1 = x(0) = ¢1e(~17200 4 coe(17200 = ¢) 4 ¢,
oraz —1 = 2/(0) = e1(—1 4 2i)e71H200 4 ooy (—1 — 20)e"17200 = ¢) (=1 + 2i) + ca(—1 — 2i) =

7 pierwszego

=—(c14c2)+2i(c1—c2) —142i(c1—c2), czyli ¢ = c2. Stad i z pierwszego réwnania otrzy-

réwnania
mujemy c¢; = cg = % . Wobec tego poszukiwanym rozwiazaniem jest funkcja %e(_H'Qi)t + %e(_l_gi)t =

Let[cos(2t)+isin(2t)]++3e~*[cos(2t) — i sin(2t)] = e ! cos(2t) . Jest to oczywiscie jedyne rozwiazanie

—2
tego zadania. Koniec.

Mozna tez udawac, ze liczby zespolone w zasadzie nie istnieja, co nie jest najlepszym pomystem, ale
ludzie robia rézne rzeczy. Wygladaloby to tak. Poniewaz pierwiastkami wielomianu charakterystycznego
sa liczby —1 4 2i, wiec rozwiazaniem ogdlnym jest funkcja dye™! cos(2t) + dee~tsin(2t). Z warunkéw
z(0) =11 2/(0) = —1 otrzymujemy uklad réwnan z niewiadomymi di,ds. Po rozwigzaniu go stwier-

dzamy, ze di =11 dy=0.

Wzory, ktére moga, choé¢ nie musza, przydac sie:

. _ . _ 2tga
sin(2a) = 2sinacos tg(2a) = T ta%a
_ 2 -2 _ 2 _ 2 _ctg2a71
cos(2a) = cos? v —sin“a =1 —2sin“a = 2cos*a — 1, ctg(2a) = = )
ctga
S (N | -1_\/5 -1_\/5 1_\/5 E_ﬁ T __ 1
sin% =3,sinf =% ,sinf =%, cosf =%, cosf =%, cosf=3.



