Klasé6wka 4, matematyka A, 5 kwietnia 2006, rozwiazania

0 0 5 2
1. Niech M =4 3 0 |.Niech v = —1 |. Znalez¢ MV . Znalezé wartosci wlasne (rze-
3 -4 0 —2

czywiste lub zespolone) i wektory wlasne macierzy M . Wykazaé, ze macierz M ma macierz

odwrotng i znalezé wartoéci i wektory wlasne macierzy M ~!. Wykazaé, ze dla kazdego wektora

X € R® zachodzi réwnos¢ ||MX| = 5||%|| . Napisa¢ réwnanie plaszczyzny P C R® prostopadlej
do wektora v przechodzacej przez punkt 0 = (0,0,0). Sprawdzié, ze dla kazdego X € P za-

chodzi MX € P.

Rozwiazanie
—10 2 2
Mamy M -V = 5 | =—-5| —1 |, zatem —b5 jest wartoscia wlasng macierzy M ,a | —1 | to
10 -2 -2
wektor wlasny jej odpowiadajacy. Mamy
- 0 )

4 3—X 0 |=(=NB—=XN(=A)+5[-16—-3(3—))] =—A3+3)A2 + 15\ — 125. Wiemy juz,
3 4 -

ze liczba —5 jest wartoscia wlasng macierzy M , zatem jest pierwiastkiem wielomianu charaktery-
stycznego macierzy M , czyli wielomianu —\3 4+ 3\? + 15\ — 125. Wynika stad, Zze ten wielomian
jest podzielny przez A — (—5) = A + 5. Stad juz tatwo wnioskujemy, ze —\3 + 3\% + 15\ — 125 =
=—(A+5)(A2=8\+25) = —(A+5)[(A—4)? +9] i wobec tego A = 4 4 3i. Macierz M ma
wiec trzy rézne wartosci wlasne, zatem kazdej odpowiada jednowymiarowa przestrzen wiasna. Wo-

bec tego dla kazdego wektora wlasnego w odpowiadajacego wartosci —5 istnieje liczba t taka,

2 0 0 5 x 52 T
zew=t| -1 |.Mamy [ 4 3 0 ||y |=| 4+ 3y |. Stad wynika, ze je§li v =] y | jest
-2 3 —4 0 z 3x — 4y z
wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej 4+3i, to (4+3i)x = 5z, (443i)y = dx+3y
i (44 3i)z = 3z — 4y. Z pierwszego réwnania wynika, ze z = 3z 7 drugiego — x = 13y,
a stad z = 42‘% 123% = _5;0151?; = _lj3iy. Przykladem wektora wilasnego odpowiadajacego
14 3¢
A =4+ 37 jest 4 , kazdy inny odpowiadajacy tej wartosci wlasnej otrzymujemy mnozac
-1+ 3¢
ten przez odpowiednia liczbe (zespolona). Poniewaz 4 — 3i = 4 + 3¢ i macierz M jest rzeczy-
1—3¢
wista, wiec wartosci wlasnej 4 — 3i odpowiada wektor 4 . Mamy det(M) = —125#0
—1-—3i

— wystarczy przyja¢é A = 0 w wielomianie charakterystycznym —A3 + 3\? 4+ 15\ — 125, a to
oznacza, ze macierz M ma macierz odwrotna. Mnozac réwnoéé M -V z lewej strony przez M !
otrzymujemy v = M~I\V = AM 'V, wiec +V = M ™'V, a to oznacza, ze wartosciami wlasnym
macierzy M —1 sg odwrotnosci wartosci wlasnych macierzy M , a odpowiadaja im te same wek-

T
tory wlasne, co w przypadku M . Teraz sprawdzimy, ze ||[MX| = 5||X||. Niech X =| y |. Wtedy
z



| MZ]]? = (52)2 + (4x + 3y)? + (3 — 4y)? = 2522 + 25y? + 2522 = 25||%||? . Réwnanie plaszczyzny
prostopadlej do wektora Vv ma oczywiscie postaé 2z —y — 2z = const, a stala, mamy dobraé tak,
by punkt O lezal w tej plaszczyznie, czyli by 2-0—1-0—2 -0 = const, a to oznacza, ze to
réwnanie to 2z —y — 2z = 0. Jedli punkt (z,y,2) lezy w plaszczyZnie 2x —y — 2z = 0, to punkt
(5z,4x + 3y, 3z — 4y) tez, bo 2(bz) — (dx +3y) —2(3z —4y) = —5(2xr —y—22)=0. W
2. Jaki zbidr opisany jest rownaniem:

(a) Re[(1+1)z] =2, (b) zZ+z+2z2=-1, (c) 22+ 2z+2=0.

Rozwiazanie
Niech z =z + iy, z,y € R. Wtedy réwnanie przyjmuje postaé 2 = Re [(1+i)(z +iy)] =2 —y.
Jest wiec to réwnanie prostej, ktora przechodzi przez punkty (2,0) i (0,—2), a wigc takiej, ktéra
tworzy kat 7 z osig pozioma.

Drugie réwnanie mozna napisaé tak: 0 = zZ4+z+z+1 = (24+1)(24+1) = (2+1)(z + 1) = |2+1|?,
a to jest rownowazne réwnosci z = —1. Opisuje ono zbiér jednopunktowy.

Trzecie réwnanie mozna przepisaé tak: 1 =2z +z+24+1=(z+1)(Z+1) = (z+1)(z +1) =
=|z+1|?. Oznacza ono, ze odleglo$¢ punktéw —1 i z réwna jest 1. Jest to zatem réwnanie okregu

o érodku w punkcie —1 i promieniu 1.

Uwaga: réwnania w punktach (b) i (c) mozna przeanalizowa¢ wprowadzajac oznaczenie z = x+1y .

3. Znalezé wszystkie liczby zespolone z, dla ktérych z* —v/322+1 = 0. Znalezé¢ 22°°6 dla jednej

z nich.

Rozwiazanie
7 wzoru na pierwiastki réwnania kwadratowego otrzymujemy z? = ‘/52“ = cos§ +ising lub
tez 22 = % = cos § — isin § . Z pierwszej réwnosci wynika, ze z = £cos {5 + isin 5], a z
drugiej — Ze z = F[cos {5 — isin {5]. Dla porzadku: {5 = § — 7, wiec cos {5 = cos § cos § +
sin §sin § = :% . @ + @ @ = */_1“/_, sin {5 = sin § cos 7 — sinJcos § = */62‘/5, zatem
z= :I:{‘/gi*/5 + 2“/62‘/5} lub z = :I:[*/EZ‘/5 — 2‘/_1‘/5} . Mamy
[cos 15+isin 1”2]2006 = cos 2006” ~+1% sin 201026“ = coS (1677T+£)+i sin (1677T+£) = —cos %—i sin ¢ =
=— 73 — % Poniewaz wz = wz, wiec [cosﬁ isin 12]2006 = —73 — % = —‘/_ +35.

mozna zastosowaé ,znane” wzory cos(2a) = 2cos?a —1=

V3+i
2

Uwaga: Do znalezienia cos 75 1 sin {5

=1 — 2sin? &. Mozna tez znalezé pierwiastek kwadratowy z liczby korzystajac wprost z

definicji. Niech @ = (z + yi)? = 2% — y? + 2zyi. Zakladamy oczywiscie, ze x,y € R. Muszg

wiec byé spetnione réwnosci x? —y? = @ oraz % = 2zy . Wobec tego 2 —y? = 2zy\/3 . Poniewaz

0# & =2y, wicc y # 0. Stad (£)°~2(2)v/3-1=0, zatem £ = \/3£2. Stad & = 2(V3£2)y?,
2 _ 1 _ 1 _2-v3 _ 4-2V3 _ (V3-1)? . _ 1 /3-1 \/_ V2

zatemOSy—4(\/§i2)—4(\/§+2)— T =5 = T, wiec y = :I:\/——i

Stad x = :I:(2+\/§)(4\/6_\/§) = :l:\/gi_\/i, wiec z = *+ 2 — T 9o

[‘/61”/5 + i‘/élﬂ] . Poniewaz VB=i _ /3

-2

wiec {i [\/61\/5—@'\/62\/5}}2:{1 [\/61”/5—%2'\/61\/5}}2:@— Vi-i m



4. Obliczy¢ [ a?sin(4z)dzx.

Rozwiazanie

Catkujemy przez czesci: [ 2?sin(4z)de = —12% cos(4z) + 1 [z cos(4z)dx = —2a? cos(4z) +

+3asin(4z) — § [sin(4e)de = — 2% cos(4z) + g sin(4x) + 55 cos(4x) + const. M

5. Znalezé Srodek masy jednorodnego obszaru A = {(z,y): 0<z <m, 0<y <sinz}.
Rozwiazanie
Zaczniemy od znalezienia pola tego obszaru: foﬁ sinzdr = —cosz|f = —cosm + cos0 = 2.0bszar
jest symetryczny wzgledem prostej pionowej z = 7. Wobec tego jego $rodek masy lezy na tej

prostej. Znajdziemy pionowa wspoélrzedna, tego obszaru:

3 Jo 22220 (sinw — O)de = § [) [1 — cos(2x)]dx = & [z — 4 sin(22)] !g = Z. Wynika stad, ze
$rodkiem masy tego obszaru jest punkt (%, %) .

Uwaga: jesli ktos nie zauwazyl, Ze srodek masy musi leze¢ na prostej x = 5, to mdgl réwniez

pierwsza wspolrzedna tego srodka znalezé calkujac (przez czesci)

us

5 Jo wsinzdr = j[—zcosx +sinz]|, = 5.
6. Obliczy¢ fooo e " sin(2x)dx.
Rozwiazanie
Zajmiemy si¢ najpierw catkg nieoznaczong. [e~*sin(2z)dzr = —e " sin(2z)+2 [ e~ cos(2z)dz =

= — e *sin(2z) — 2e " cos(2x) — 4 [ e *sin(2z)dx, zatem 5 [ e~ *sin(2x)dr = —e " sin(2x) —

—2e~" cos(2z) + const, czyli [e "sin(2z)dr = —Lie "sin(2z) — 2e77 cos(2z) + const. Z tego
wzoru wynika, ze [;° e sin(2z)de = lim [-fe " sin(2z) — Ze " cos(2z)]— (—2) =0+2=2.m

Wzory, ktére moga, cho¢ nie musza, przydaé sie:

. - . _ 2tga
sin(2«) = 2sina cos tg(2a) = =55,
. . tg” a—1
cos(2a) = cos? a —sin?a = 1 — 2sin® a = 2cos®a — 1, ctg(20) = SE5—,
ctg o
sinZ =1, singzg, sin%z@, cos & = *ég, cos%z@, cosF =1.



