Matematyka A, egzamin, 17 czerwca 2005 — rozwiazania

Mam nadzieje, ze nie ma tu bledéw poza jakimis literéwkami, od ktoérych uwolni¢ sie jest bardzo

trudno. Zachecam do obejrzenia rozwigzan zadan z egzaminu dla matematyki Al.

Zadanie 0.
Znalezé zbiér X zlozony z tych wszystkich liczb zespolonych z, dla ktérych 2z + |22 —i| = 1.

Narysowaé¢ X na plaszczyznie.

Rozwigzanie 1.

Mamy 2z = |2]? = |2?|. |22 —i| to odlegloé¢ punktéw 22 oraz i, |22| to odlegloéé punktu 22

od punktu 0. Suma odlegloéci punktu z? od punktéw i oraz 0 ma byé¢ réwna 1, wiec odleglosci

punktu ¢ od punktu 0. Z nieréwnosci tréjkata (znanej ze szkoly podstawowej) wynika, ze punkt

2% musi sie znajdowaé¢ na odcinku o konicach i oraz 0. Oczywiécie z = 0 spelia ten warunek.

Dalej z # 0. Musi by¢ 0 < [z] < 1 i Arg(z?) = 5. Wobec tego Arg(z) = I lub Arg(z) =

:%(g +27m) = T + 7. Wynika stad, ze liczby z leza na odcinku nachylonym do osi rzeczywistej

s
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liczby ?—i—z@ oraz —@ —2‘@.

pod katem ktorego dtugosé réwna jest 2 i ktorego srodkiem jest 0. Koncami tego odcinka sa,

Rozwigzanie 2.
Niech z = z + iy, =,y € R. Wtedy 2z = (z + iy)(z — iy) = 2% — (iy)? = 2® + y?. Zachodzi
tez réwnosé |22 —i| = |22 + 2izy —y? —i| = /(22 —y2)2 + 22y — 1)2 = /(22 + y2)2 —day + 1.
Wobec tego (22 +y?)2 —day+1=(1—2% —y?)2 =1-2(z? +v?) + (2% + 3?)%. Stad wynika, ze

2zy = 2% +y?, czyli (z—y)? =0, zatem z = y. Wracajac do wyjéciowego réwnania otrzymujemy

2?2+ 22 + /(222 -1)2 = 1, czyli /(222 —1)2 = 1 — 222, Poniewaz /(222 —1)2 > 0, wigc
1—222 >0, czyli |z] < @ . Wobec tego rozwiazaniem jest fragment prostej y = ¢ odpowiadajacy
V2 V2

liczbom zx € [ — %5, T] . Bez trudu stwierdzamy, ze jest to zbiér opisany w koricu rozwiazania

pierwszego. B

Zadanie 1.
Znalezé wszystkie lokalne ekstrema funkcji f, jesli dla kazdego (z,y) € R zachodzi réwnosé
fla,y) =2*y" (T -z —y).

Rozwigzanie.
Funkcja moze mie¢ lokalne ekstrema jedynie w punktach, w ktérych jej gradient, czyli wektor
Vf=grad f = [%, g_ﬂ = 22y} (7T—z —y) — 2?y*, 42?3 (T — x —y) — 2?y?| jest zerowy, czyli gdy
20y (T —x—y) — 2%yt =0 1 422y3(7T— 2 —y) — 2%y* = 0. Réwnosci te sg spelnione w trzech
przypadkach =0 lub y=0lub 2 #0#y i 2(7T—2x—y)—2=014(T—2z—-y)—y=0.W
trzecim przypadku musi by¢ y = 2x . Podstawiajac te réwnos¢ np. do pierwszego z dwdéch ostatnich
réwnan otrzymujemy 0 =2(7—z —2z) —x = 14 — Tz, czyli * = 2 1 wobec tego y =4.
Jest wiec wielu kandydatéw na lokalne ekstrema (czyli punktéw krytycznych funkeji f):

punkty postaci (0,y), punkty postaci (x,0) i punkt (2,4).



Mamy f(0,y) = 0 niezaleznie od y € R. Jesli y < 7,to 7—0—y > 0. Zalézmy, ze |ul, |v| < 7_Ty
Wtedy 7—(0+u) — (y+v) > 0. Stad wynika, ze f(0+ u,y + v) > 0, zatem w punkcie (0,y)
funkcja f ma lokalne minimum niewlasciwe. Analogicznie wykazujemy, ze jesli y > 7, to wartosci
funkcji f w punktach dostatecznie bliskich punktowi (0,y) sa niedodatnie, a to oznacza, ze w
punkcie (0,y) funkcja f ma lokalne maksimum niewtadciwe. W taki sam sposéb stwierdzamy, ze
w punktach postaci (z,0), z < 7 funkcja ma lokalne minima, a w punktach postaci (z,0), x > 7
— lokalne maksima. W ten sposéb wyjasniliémy kwestie lokalnych ekstreméw we wszystkich punk-
tach krytycznych z wyjatkiem (0,7), (7,0) i (2,4). Mamy f(z,7) =22 74 (T—2-7) = —=7*-23,
to wyrazenie zmienia znak w punkcie 0: dla < 0 mamy f(z,0) > 0 = f(0,7) adla > 0
— f(z,0) < 0 = f(0,7). Wynika stad, ze w punkcie (0,7) funkcja f lokalnego ekstremum nie
ma. Tak samo uzasadniamy, ze funkcja f nie ma w punkcie (7,0) lokalnego ekstremum. Kolej

na punkt (2,4). Teraz zrobimy, to co wielu studentéw lubi najbardziej: zastosujemy twierdzenie.

Mamy

Gt = 5 2oyt (T— v —y) —a%y") =27 —y)y’ —boy' = 29" Br +y - 7).

;;gy = (%(2:61;4(7 -z —y) — 2?y*) =56y — 122%y> — 102y* = —2zy3(6z + 5y — 28),
giyéc = a% (4223 (7 — & — y) — ?y*) = 122%Y>(7 — 2) — 202%y® = —42?y*(3z + 5y — 21) .
Stad wynika, ze D?f(2,4) —<_E;1544 _g%zél )

Poniewaz —6-4% < 0 i (—6-4%)(=5-4%) — (—45)(—4%) = 48(30 — 4?) > 0, wiec w tym punkcie
funkcja ma lokalne maksimum.
Ostatni fragment mozna zastapi¢ rozumowaniem, w ktérym drugie pochodne si¢ pojawiaja. Funk-
cja f jest ciagta. Tréjkat T o wierzcholkach (0,7), (0,0) i (7,0) jest zbiorem domknietym
i ograniczonym, zatem w jakim$ punkcie tréjkata T funkcja f przyjmuje najwieksza sposrdd
wartodci przyjmowanych w punktach zbioru 7. Jasne jest, ze na obwodzie trdjkata funkcja sie
zeruje, a wewnatrz jest dodatnia, zatem najwieksza warto$¢ musi by¢ przyjeta w jakims punkcie
wewnetrznym. W tym punkcie gradient musi by¢ wektorem zerowym. Jest tylko jeden kandydat:
(2,4), zatem w tym punkcie funkcja f ma najwieksza warto$¢. Wobec tego w tym punkcie ma
maksimum lokalne. Oczywiscie poza tréjkatem T funkcja przyjmuje dowolnie duze wartosci, np.
f(=10,-10) = (=10)2- (=10)*- (7+10+10) = 27 000 000 > 1024 = 22-4*.(7—-2—4) = f(2,4). =
Zadanie 2.
1 x

Niech w = <§> , X = (g) .

(2.1) Znalezé macierz A taka, ze

AR = L (W X)W —
(2.2) Zmnalezé Aw .
(2.3) Sprawdzié, ze jesli wektor X jest prostopadly do wektora w, to réwniez wektor AX jest
prostopadty do wektora w.

(2.4) Sprawdzi¢, ze dla kazdego wektora X zachodzi réwnosé ||AX|| = ||X]|.
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(2.5) Niech X oznacza wektor prostopadly do wektora w . Znalezé kosinus kata miedzy wekto-
rami X i AX.

(2.6) Sprawdzi¢, ze jesli A jest wartoscig wlasna macierzy A, to |A| =1.

Rozwigzanie
Mamy AW = 15(W- W)W — 5W + \/_w Xw=1g- (11 +22+2%)wW — %v‘&+§6:6. Wobec tego
nie jest prawda, ze ||AW| = ||W]|, czyli nie zachodzi réwno$¢ 2.4. Rzecz w tym, ze mialo byé
AR = L(W- X)W + 5 x—l—iwxx
ZmieniliSmy jeden znak. Rozwiazemy zadanie w poprawnej, w tym przypadku trudniejszej wersji.
Mamy w-x = 1-2+2-y+2-z oraz WxX = < z 3 ) :16 i , i” 5 ) = (22—2y,2x—z,y—2x).

1 x 22—2 10z+(2-6V/3)y+(2+6/3)z
Stad AX = Lt2utzs <2> +1 (?;) + ? <2x—zy> =L ((2+6\/§)z+13y+(4—3\/§)2> . Wynika stad, ze

2 y—2z (2—6v/3) 2+ (4+3v/3)y+132
2 6 2reE) (B EhA s
A={|2+6v3 13y 4-3V3|=| 288 13 433
8 18
2-6v3 4+43V3 132 2- 6\/_ 443V3 13
18 18 18
ZnalezliSmy macierz A. Po poprawieniu treéci Aw = 1—18 (1 22 42w+ %W’ + 736 =w.

Niech X bedzie wektorem prostopadlym do wektora w. Oznacza to, ze w-X = 0. Mamy wiec
AX = =-0-w+ x + iv_\’r XX = %x + */_w x X . Otrzymany wektor jest prostopadly do wektora
w, bo jest sumg dwdéch wektoréow prostopadltych do wektora w (X z zalozenia; W x X tez, bo

iloczyn wektorowy jest prostopadly do obydwéch czynnikéw). Wykazalismy 2.3

Sprawdzimy, ze zachodzi 2.4. Zaczniemy od przypadku w-X = 0. W tym przypadku AX =

%5{’ + ‘/_w X X, przy czym wektory ;5(’ i %v_\’r X X sg prostopadle. Z twierdzenia Pitagorasa
wynika, 7e [ AR|[? = [|3R]? + 2w x %[ = FIIR[? + &% x | = {I%]2 + F|W]? - % =

=1|X]12+ S |X[|? = ||X]|> — skorzystaliSmy z tego, ze ||W x X|| = [|W]|-||X]|, co jest konsekwencja

—

prostopadlos$ci wektoréw w i X: w tym przypadku réwnoleglobok rozpiety przez te wektory staje
sie prostokatem. Niech teraz X oznacza dowolny, niekoniecznie prostopadly do w, wektor. Niech

t==2w-X, Vv=X—tw. W tej sytuacji w-v = w-X —tw-w = 0. Wobec tego wektor

18
tw jest rzutem prostopadtym wektora X na prostg wyznaczona przez wektor w. Mamy wiec
AX = A(tw + V) = tAw + AV = tw + AV . Poniewaz wektor v jest prostopadly do wektora w,
wiec rowniez wektor AV jest prostopadly do wektora w. Wiemy tez, ze ||AV| = ||V||. Wobec

tego wektory X i AX zostaly przedstawione w postaci sum prostopadltych wektoréw o tych samych

dtugosciach. Maja wiec taka sama dlugosc.

[V}

Znéw zakladamy, ze w-X = 0. Wtedy X+ AX =X (3% + LW x X) = 3||X||? = 1||%|| - | A%|,
zatem poszukiwany kosinus réwny jest % . Wykazalidmy 2.5.

Zajmiemy sie 2.6. Jesli AV = AV, to ||[V|| = ||AV| = |\ = |A| - V]|, a poniewaz ¥ # 0,
wiec |A| = 1. Rozwigzanie zostalo zakoriczone.

Uwaga: Mozna oczywiscie rozwigzaé to zadanie korzystajac w jawny sposob z tego, jak wyglada
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macierz A. Niektorzy zdajacy tak robili. Jest metoda poprawna, ale nie polecam jej, bo mozna
sie troche pogubi¢ w rachunkach. Przed przystgpieniem do obliczenn warto chwile pomysleé, czy

rzeczywiscie sg one niezbedne! B

Zadanie 3.
16 0 9 16
. L . -5 2 3 5 . 9
Zmalez¢ wartoéci i wektory wlasne macierzy A = _10 0 7 10 | orazmacierzy A™=.
-12 0 6 14
Rozwigzanie
16 — A 0 9 16
Obliczymy =2 2—A 3 o . Poniewaz w kolumnie drugiej zero pojawia si¢ trzy
-10 0 7T—A 10
—12 0 6 14— A
razy, wiec najprosciej bedzie rozwinaé wyznacznik wzgledem tej kolumny:
16__5A QEA g 156 16-X 9 16
=(2-X)]| —-10 7-2A 10 | =
—10 0 7T—A 10 19 6 14—
—12 0 6 14— X

=(2-2) [(16—)\)(7—)\)(14—/\)—9-10-12—16-10-6+12-16-(7—)\)—6-10-(16—/\)—1-9'10-(14—)\)] =
=(2 = XN)[=A3 4+ 37A% — 656\ + 1172] = (2 — X\)%(A\? — 35\ + 586) . Wynika stad, ze warto$ciami
wlasnymi macierzy A sa A2 = 2 oraz A3 = %(35 —iV/1119), Ny = %(35 + iv/1119) . W celu
znalezienia wektoroéw wiasnych nalezy znalezé niezerowe rozwiazania uktadéw réwnan liniowych.
Zaczniemy A2 = 2. W tym przypadku uklad wyglada tak
1421 4+ Oxo + 923 + 1624 = 0,
— bx1 4+ 0z9 4+ 323+ 54 =0,

—10z1 4+ Ozo 4 bx3 4+ 1024 = 0,
—12x1 4+ Oxo + 623 + 1224 = 0.

Widzimy wiec, ze xo wystepuje w tym uktadzie rownan tylko pozornie. Oznacza, to ze zmiana
wartosci xo nie ma wplywu na to, czy czwérka (x1,x2,x3,24) jest rozwigzaniem ukladu, czy nie.
Poza tym rownanie trzecie i czwarte sa rownowazne. Mamy wiec uktad trzech réwnan z trzema
niewiadomymi:

14.1‘1 + 9%‘3 + 16$4 = O,

— 51‘1 + 3.%'3 + 5.%'4 = 0,

—10x1 4+ b5x3 + 10x4 = 0.
Mnozaé drugie réwnanie przez 2 i odejmujgc od wyniku trzecie otrzymujemy xs3 = 0. Teraz z
drugiego réwnania wnioskujemy, ze x1 = x4, a stad — po uwzglednieniu pierwszego réwnania —
otrzymujemy x; = x4 = 0. Wobec tego wektorami wlasnymi odpowiadajacymi wartosci wiasnej 2

sa wektory postaci (0,z2,0,0), gdzie x5 oznacza dowolng liczbe rézna od 0. Teraz zajmiemy sie

wartoscig wlasna, A3 . Uklad rownan wyglada teraz tak

(=2 + A5 4 Oy + 925 4 1624 = 0,
—5m1+(—%+ Y2 4+ 323+ 5x4 =0,
—10x1 + 0z + (— 274—1‘/121—1)953—{—10304—0
—12a1 + 02y + 623 + (— L + 1)z, = 0.
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Odejmujac od pierwszego réwnania pomnozonego przez 2 réwnanie czwarte pomnozone przez 3
otrzymujemy réwnosé, w ktérej wystepuja jedynie niewiadome x; i x4, co pozwala napisaé
Ty = 4%(3 — iv/1119)x, . Podstawiajac otrzymana warto$¢ w miejsce x4 w réwnaniu pierwszym
otrzymujemy réwnanie, w ktérym wystepuja jedynie 21 i x3. Stad 23 = —525(3 — iV1119)zy .
Nastepnie z réwnania drugiego wyznaczamy xo = ﬁ(%l —89i/1119)z; . By otrzymadé konkretny
wektor wlasny wystarczy teraz podstawi¢ dowolna, rézng od 0 liczbe w miejsce z; . Innymi stowy
wszystkie wektory wiasne odpowiadajace wartosci wlasnej %(35—2‘\/@) sg réwnolegle do wektora
[9776,361 — 89i\/1119, (1560 — 520iv/1119), 624 — 208i1/1119 | . Wektorami wlasnymi odpowia-
dajacymi wartodéci wlasnej %(35 + 2\/@) nie ma potrzeby zajmowac sie: po prostu sprzegamy
wektory odpowiadajace wartosci wlasnej %(35 — iy/1119) , metoda dziala, bo wyjsciowa macierz
jest rzeczywista.

Macierz A=2 to macierz odwrotna do macierzy A?. Wartoéciami wlasnymi macierzy A? sa liczby
22 22 (1(35—iv/1119))” = L(53 — 35iv/1119) oraz (1(35 +iv/1119))” = 1(53 + 35iv/1119), a
wektory wlasne sa takie same jak w przypadku macierzy A. Wynika to stad, ze je§li AV = AV, to
A%V = A(AV) = A(A\V) = M\AV = N2V,

Jesli BV = uv, to mnozac te réwnosé stronami przez B~! otrzymujemy v = pB~ V. Poniewaz
zalozyliSmy, ze B~! istnieje, wiec BV # 0, bo B~10 = 0 # v. Stad wynika, ze p # 0, zatem
z réwnosci Vv = puB~!'V wynika, ze BTV = %\7’, a to oznacza, ze jesli u jest wartosdcia wlasng
macierzy B, to u~! jest wartoscig wlasna macierzy B~!. Wobec tego wartosciami wlasnymi ma-

. _2 . l 1 . 1 . . . 7
cierzy A™° sg liczby j, 253_352,@ i 253+35i\/1119' Odpowiadajg im te same wektory, ktére

odpowiadaly odpowiednim wartosciom wlasnym macierzy A.XI
Uwaga
Koncéwka rozumowania daje pelne uzasadnienie stwierdzenia: warto$ciami wlasnymi macierzy A"
sg liczby postaci A™, gdzie A jest warto$cia wlasng macierzy A w przypadku, w ktérym wartosci
wlasne macierzy A sg parami rézne. Przypadek wartosci wlasnych wielokrotnych wymaga dodat-
kowego rozumowania, ktérego nie podajemy. B

Zadanie 4.

Zmalez¢ wszystkie funkcje x, dla ktorych
2’ (t) — 42/ (t) + da(t) = 96te + 96t%e " + 96e %' + 96t +96 1 x(0) =56 .

Ile jest takich funkcji?
Rozwigzanie
Réwnanie charakterystyczne 0 = A2 — 4\ +4 = (A — 2)? ma jeden pierwiastek podwdjny, miano-
wicie 2. Wobec tego rozwigzaniem ogélnym réwnania z”(t) — 42’ (t) +4x(t) = 0 jest (c1 + cot)e?t.
Rozwiazemy réwnanie z'(t) — 42'(t) + 4x(t) = 96te?® . Poniewaz prawa strona jest quasi-
wielomianem stopnia 1 o wykladniku 2 i liczba 2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu

charakterystycznego, wiec istnieje rozwiazanie postaci (at® + bt?)e?'. Mamy
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[(at® + bt?)e? ] "y [(at® + bt2)62t]/ + 4[(at?® + bt?)e?] = (6at + 2b)e?" .
Wynika stad, ze dla kazdego t musi zachodzi¢ réwno$é¢ 6at + 2b = 96t. Oznacza to, ze b = 0 i
a=9%=16.

Teraz kolej na réwnanie x”(t) — 4a'(t) + 4x(t) = 96(¢> + 1)e~2!. Prawa strona jest quasiwie-
lomianem stopnia 3 o wyktadniku —2, wykladnik nie jest pierwiastkiem wielomianu charaktery-
stycznego, zatem istnieje rozwigzanie tego réwnania postaci (at3 + bt? + ct + d)e~2! . Podstawiajac
do réwnania otrzymujemy

[(at?+bt% +ct +d)e2"]" —4[(at® +-bt> +ct+d)e 2] +4[(at® + b2 + ct+d)e2] = 96(t3 +1)e~2
co nie wyglada zachecajaco. Oznaczmy wiec: w(t) = at® + bt? + ct + d i przeprowadzmy rachunki
nie troszczac sie na razie o to czym jest w(t). Mamy [w(t)e™?'] - 4[w(t)e_2t], +dw(t)e 2 =
=[{w'(t) - 2w(t)}e_2t]/ — 4w’ (t) — 2w(t) }e 2 + dw(t)e? = {w” (t) — 8w'(t) + 16w(t)}e =2t . Musi
wiec by¢ spetniona réwnosé w” (t) — 8w’ (t) +16w(t) = 96t3+96 i to dla kazdej liczby t. Przepiszmy
te réwnoéé w postaci 96t +96 = 16at® + (16b — 24a)t? + (16¢ — 16b + 6a)t + 16d — 8c + 2b. Wynika
stad, ze 16a =96, czyli a = % =6; 16b—24a =0, czyli b= %a =9; 16¢c — 16b + 6a = 0, czyli
c=100200 —p 34 =92 =27 16d — 8¢+ 2b =96, czyli d = =348 = 33

I ostatnie réwnanie z”(t) — 42/(t) + 4x(t) = 96t + 96 . Prawa strona jest quasiwielomianem
stopnia 1 o wykladniku 0, liczba 0 nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, zatem
istnieje rozwigzanie postaci at +b. Mamy (at +0b)” — 4(at +b)’ + 4(at +b) = 4at + 4(b— a) . Stad
4a =96, czyli a=24 1 4(b—a) =96, zatem b —a = 24, wigc b =48.

Ostatecznie funkcja z(t) = 24t + 48 + (613 + 9t2 + 21t + 23)e ™2 + 16t3e? + (c1 + cot)e?’ jest
rozwigzaniem ogélnym réwnania z”(t) — 42/ (t) + 4z(t) = 96te® + 96t3e =2t + 962t + 96t + 96 .
Musimy jeszcze zatroszczy¢ sie o réwnosé 56 = x(0). Z wzoru, ktéry otrzymaliSmy wynika, ze
x(0) = 48 + % + c¢1 . Wobec tego ¢; = 56 — 48 — % = —% . Wynika stad, ze dla kazdej liczby ¢ € R
zachodzi réwno$¢ z(t) = 24t + 48+ (6t3 + 9t + 2Lt + 32)e =20 4 163" + (—1 + ot )e?", ¢y oznacza
tu dowolnag liczbe, zatem rozwiazan jest nieskonczenie wiele. B

Zadanie 5.

Zmalez¢ wszystkie funkcje x, dla ktorych
2" (t) — 42’ (t) + 132(t) = 36te sin(3t) + 36te*" + 36 sin(3t) + 36 cos(3t) .

Rozwigzanie
Réwnanie charakterystyczne ma posta¢ 0 = A% — 4\ + 13 = (A — 2)? + 9, zatem ma ono dwa
pierwiastki: 2+ 3i. Funkcja 36te?’ jest quasiwielomianem stopnia 1 z wykladnikiem 2. Liczba 2
nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, wiec réwnanie z”(t) — 42'(t) + 13z(t) =
=36te?! ma rozwiazanie postaci (at+b)e?" . Mamy [(at+b)62t]H—4[(at+b)62t]/+13[(at+b)62t] =
=[(at+b)e?] "4 [(at+b)e?] 44 [(at+b)e*] +9[(at +b)e*] = 9[(at +b)e* ] — ostatnia réwnosé

wynika z tego, ze funkcja (at+b)e?® jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania y” (t) — 4y’ (t) +4y(t) = 0
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(zob. rozwiazanie poprzedniego zadania). Musi wiec by¢ spelniona réwnosé 9(at 4 b) = 36t, czyli
a=4,b=0.

Teraz zajmiemy si¢ réwnaniem x”(t) — 4’ (t) + 13z(t) = 36te?! sin(3t) . Funkcja 36te? sin(3t)
nie jest quasiwielomianem, ale 36te? sin(3t) = Im (36te(2+39") . Najpierw znajdziemy rozwiazanie
szczegdlne réwnania pomocniczego z'(t) — 4z’ (t) + 13z(t) = 36te®>t3)t | Poniewaz liczba 2 + 3i
jest jednokrotnym pierwiastkiem rownania charakterystycznego, wiec istnieje rozwigzanie postaci
(at? + bt)e30t g b € C. Oznaczmy w(t) = at® + bt. Mamy
[w(t)e2+30¢] " 4[w(t)e(2+3i)t]/ + 13 [w(t)e?+30t] =

=[w" (t) + 2(2 + 3i)w' (t) + (2 + 30)%w(t) — 4w’ (t) — 4(2 + 3i)w(t) + 13w(t)]e2H3Dt =
= [w"(t) + 6iw' ()] e>+30t
36

Wobec tego mamy réwnanie 12iat + 6ib + 2a = 36t. Z niego wynika, ze a = 13; = —3i oraz

6ib + 2a = 0, czyli b = 26‘11 = % = 1. Wobec funkcja (—3it? + t)e(?+39 jest szezegllnym
rozwiazaniem réwnania z(t) — 42’(t) + 13z(t) = 36te®t39 . Jej czesé urojona, czyli funkcja
Im ((—3it? + t)e2+30t) = —3t2e? cos(3t) + te* sin(3t) jest rozwiazaniem szczegdlnym réwnania,
ktére chcieliémy rozwiazaé, czyli: x”(t) — 42’ (t) + 13x(t) = 36te?' sin(3t).

Kolej na réwnanie z”(t) — 42’ (t) + 13z(t) = 36 sin(3t) + 36 cos(3t) . Mamy cos(3t) = Re (%)
oraz sin(3t) = Re (—ie*") , zatem 36 sin(3t) + 36 cos(3t) = Re [36(1 —)e¥*] , a wiec mozna zajaé
si¢ najpierw réwnaniem x”(t)—4z'(t)+13x(t) = 36(1—1)e3 . Prawa strona jest quasiwielomianem
stopnia 0 z wykladnikiem 3¢, liczba 3¢ nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego,
zatem znajdzie sie rozwigzanie postaci ae? t a e C. Mamy

[ae?’lt] - 4[&63Zt] + 13[&63Zt] = [ — 9a — 12ai + 13a]e3" = 4a[1 — 3i]edit.

Stad 4a[1 —3i] = 36(1 — 1), czyli a = 91(1_;? = 9(1_3(;%2') = 9(25“) . Wobec tego poszukiwa-
9(2+1) 3it
5

nym rozwiazaniem szczegdlnym réwnania zespolonego jest , a rOwnania rzeczywistego

Re [9(2+7’) e*'] = 18 cos(3t) — £sin(3t).
Mozemy w koncu poda¢ rozwiazanie ogélne naszego réwnania:

z(t) = 4te?" — 3t%e?! cos(3t) + te' sin(3t) + 2 cos(3t) — 2 sin(3t) + c1e* cos(3t) + coe? sin(3t) .
Dwa ostatnie sktadniki to rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego x”(t) — 42'(t) + 13z(t) = 0
w postaci rzeczywistej (c1,c2 € R). Mozna tez napisaé rozwigzanie tego rownania w postaci zespo-
lonej: Che@+30t 4 CLe2=30t ) Cy € C. Zespolong postaé mozna uwazaé za nieco ogélniejsza,
ale jesli dopuscimy w ,rzeczywistej” postaci wspélczynniki nierzeczywiste, to otrzymujemy te same

funkcje w obu przypadkach tylko nieco inaczej zapisane. B



