Matematyka A, klaséwka, 24 maja 2005
Na prosbe jednej ze studentek podaje rozwigzania zadan z kolokwium z matematyki A w
nadziei, ze popelnitem wielu bledéw.
1. Poda¢é definicje wektora wlasnego i wartosci wlasne;j.
Znalez¢ wartosci 1 wektory wlasne (niekoniecznie rzeczywiste) macierzy A, jesli
3 -1
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Wartoscia wlasna macierzy A nazywamy liczbe A\ (rzeczywista lub nie), dla ktérej ist-

nieje wektor v £ 0 taki, ze Av = Av, wektor v nazywamy wektorem wlasnym macierzy A.

Z wykladu wiadomo, ze wartosciami wlasnymi sa pierwiastki réwnania charakterystycznego:
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kwadratowe stwierdzamy, ze A\ = (5 —iv/25 —4-36) = 3(5 — iv/119), Ay = (54 iV119).
Jesli v = (¥) jest wektorem wlasnym odpowiadajacym 3(5 —iv/119), to

y (o)) =20,

)
zatem speiona jest rownosé —3z + 6y = %(5 —1v/119)x, czyli réwnos$é y = % (11 Y 119)m

0= ‘ ‘ = (=3 = X)(8 = X) +60 = A2 — 5\ + 36. Rozwiazawszy to réwnanie

(réwnos¢ —10z + 8y = 1(5 — iv/119)y jest réwnowazna poprzedniej, do ten uklad réwnan
ma niezerowe rozwiazanie, gdyz 1 (5 —iv/119) jest wartoscia wlasna!). Jednym z odpo-
wiadajacych wartosci wlasnej A1 = 1(5 — iv/119) wektoréw jest vy = (11—1\2/5)‘ Macierz
jest rzeczywista, wiec sprzegajac warto$¢ wlasna i wektor wlasny otrzymujemy druga pare
Ao = %(5 +iy/119), vy = (11 +}\2/m) . Wartosci wlasnych wiecej nie ma, a pozostale wektory
wiasne odpowiadajace A1 otrzymujemy mnozac wektor v; przez dowolna liczbe zespolona
# 0. Analogicznie w przypadku A;. W przypadku macierzy <_—130 g)g mozemy postapié

tak, jak w przypadku macierzy (__130 g) , ale nie warto. Mamy bowiem

-3 6\° (=3 6\, (-3 6\ _
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:)\1 <_10 8> )\1V1 = )\% <_10 8> V] = /\:%Vl,

3
zatem M} jest wartodcia wiasna (__10 8> , a jednym z wektoréw wlasnych jej odpowia-

dajacych jest v; . Druga wartoscia wiasna jest A3 . Odpowiada jej wektor vo . Wiecej wartosci
wlasnych macierz nie ma, bo réwnanie kwadratowe moze mieé¢ co najwyzej dwa pierwiastki.

Jedynym pierwiastkiem réwnania
3= 6
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jest liczba 3. Wspdlrzedne wektoréw wlasnych spelniaja uktad réwnan: —3x 4+ 6y = Ax = 3x,

0= =(=3-XN)O-XN)+36=X—-6\+3=(\—3)?

—6x + 9y = Ay = 3y, czyli réwnanie =z = y. Jedyna wartoscia wlasna jest wiec liczba 3. Od-

powiada jej wektor wlasny (}) lub jakikolwiek wektor otrzymany przez pomnozenie wektora



(}) przez liczbe # 0.
Jedli Av = A\v i macierz A ma macierz odwrotna, to v = A 1Av = A~ \v = M~ lv,
zatem \"'v = A~ lv, a to oznacza, ze jesli v jest wektorem wlasnym macierzy A odpowia-
dajacym wartosci A, to jest tez wektorem wlasnym macierzy A~! odpowiadajacym wartosci
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l .

wlasne postaci (2), 2 #0. A7 =1

—1
wlasnej % . Macierz ( > ma wiec jedna warto$é¢ wlasna, % , odpowiadaja jej wektory

Uwaga: wartosciami wlasnymi macierzy A™ dla n = +1,4+2,+3,... sa liczby postaci A",
gdzie \ oznacza wartos¢ wilasna macierzy A, czego dowdd nie rézni od podanego w szczegol-

nych przypadkach w rozwiazaniu tego zadania. B
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Sprawdzié¢, ze wektor w = (1,1,1) jest wektorem wlasnym macierzy A. Jakiej wartosci

wtasnej on odpowiada?
Znalez¢ pozostale wartoscei i wektory wlasne macierzy A. Wykazaé, ze dla kazdego wektora X
zachodzi réwnosé || AX|| = ||X]| .
Niech v bedzie wektorem prostopadtym do wektora w. Wykazaé, ze réwniez wektor AV jest
prostopadly do wektora w. Znalezé kosinus kata miedzy wektorami v i AV
Sprawdzié, ze wektory w, 3X — (X- W)W i W X X sa prostopadte oraz ze dla kazdego wektora
X zachodzi réwnosé AX = +[(X- W)W + (3% — (X - W)W) + 3w x X] .
W koricéwce mozna ewentualnie skorzystaé z tego, ze A(Xy + Xa) = AXy + AXy oraz
[(R1 + %) - W]W + 3(R) + Ka) — [(R1 + R2) - W]W + 3% X (x) + %2)

= {()E’l ‘W)W + 3% — (X1 - W)W + 3w X i’l} + {()‘(’2 W)W + 3Xy — (X W)W + 3W X ig}

2 2 -1 1 24+2-1 1

1
Mamy%- -1 2 2 ]1-11 :% 14242 | =1{1], wiec wektor (i) jest

2 -1 2 1 2—-1+2 1

wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej 1.

Dla znalezienia pozostalych wartosci wtasnych rozktadamy na czynniki wielomian charaktery-
styczny wiedzqce juz, Ze jednym z jego pierwiastkéw jest liczba 1*Przypominamy, ze mnozenie
macierzy przez liczbe polega na pomnozeniu kazdego jej wyrazu przez te liczbe; pomnozenie
jednego wiersza przez np.i powoduje pomnozenie wyznacznika przez 1, jednoczesne po-

mnozenie dwéch wierszy powoduje pomnozenie wyznacznika przez I itd.:

2 — 3\ 2 -1
| -1 2 — 3\ 2 | ==X422 2 -2 +1=(-A+1) (N2 =A+1).
2 -1 2 — 3\

Wynika stad, ze pozostalymi wartosciami wlasnymi sa liczby %(1 +iv/3) oraz %(1 —iV3).

Znajdujemy odpowiadajace im wektory wlasne rozwiazujac odpowiednie ukltady réwnan;
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32 =3(1+iV3)z 2r+2y—tz=3(1-iV3)x
+§ =31 +ivV3)y oraz —3z+2y+ 22 :l(l—z\f)
sr— gyt 32 =3(1+iV3)z 5T gyt g =5(1-iv3)z
Rozw1azemy pierwszy uktad. Mnozymy drugie réwnanie przez 2 i dodajemy do trzeciego:
y+2z = (1+iV3)y+3(14iv3)z tzn. $(3—iv3)z = iv3y, wiec y = —3(1+iv/3)z. Mnozymy

pierwsze réwnanie przez 2 i dodajemy do drugiego: z+2y = (1+ivV3)z+ $(14+iV3)y. Z tej

2 2
e
—3r+ 3y
2 1

réwnosci wynika, ze x = —%(1 +iv/3)y. Przyjmujac z = 1 otrzymujemy wektor wlasny
(—1+iv/3)

f%(liri\/g) , ktéry odpowiada wartosci A = %(1 + iv/3) . Poniewaz macierz jest rzeczywi-

sta, wiec druga pare otrzymujemy tak, jak w poprzednim zadaniu (czyli sprzegajac): wektor

5(—1 iv/3)
~1-iv3) | odpowiada wartosci wlasnej A = 1(1—1iv/3).
1

T 2c42y—=z
Niech v = <y> Mamy |[V[|* = 2 + y? + 2% oraz AV = 3 (—w+2y+2z> , zatem || AV||? =
z 20 —y+2z

=5 [(2z 42y —2)* + (—z+ 2y +22)? + 2z —y +22)?] = § [42? + 4y + 2% + 8ry — 23z — dyz +
+a? +4y? + 427 — 4wy — 4oz + 8yz + 4a? + y? + 422 — dwy + 8uz — dyz] = 2% +y* + 22 = |||,
W dalszym ciaggu v = @) . Prostopadio$¢ v do w oznacza, ze 0 =V-w =z +y+ 2. Z kolei
AV-w = %(2x+2y—z+x+2y+2z+2x—y—|—2z) = x+y+2z = 0, wiec nastepne stwierdzenia
zostalo uzasadnione.

Mamy w- (3X — (X-W)W) = 3w -X — (X- W)(W W) = 3w -X — 3% - W = 0. Z definicji iloczynu
wektorowego wynika, ze wektory w i X sa prostopadle do w x X, a stad wynika prostopadtosé
wektoréw w x X 1 3X — (X - w)w (wektor prostopadly do wszystkich sktadnikéw sumy jest
prostopadly do sumy).

Mamy AW = W oraz & [((W-W)W)+ (3W — (W-W)W) +3W X W] = +(W-W)W) = iW # W, a
to oznacza, ze réwnosé, ktéra mieli Panstwo uzasadnié nie jest prawdziwa. Mozna ja bez trudu
poprawi¢: AX = L[2(X- W)W + (3% — (X- W)W) +3W x X| = § [(X- W)W + 3X + 3w x X| . Ta
poprawiona réwnos¢ ma miejsce dla X = w, to juz sprawdzilismy. Wystarczy teraz udowodnié

ja dla jeszcze dwbch wektoréw wzajemnie prostopadtych i prostopadtych do w, bo kazdy wek-

tor w przestrzeni mozna zapisa¢ w postaci sumy trzech wzajemnie prostopadlych wektoréw

1 1
o danych kierunkach. ,Przypadkowo” wybrane wektory to v; = <(1)> i vy = < > Sa

0
one prostopadle do w, réwniez wzajemnie prostopadle. Mamy Av, = % < g) <—1> oraz
N/

6 2 1 3
Avy = % <—§> = <—}> . Mamy dalej w x V| = ( ;) i WX Vy= < g tych réwnosci
wynika juz teza.
Zauwazmy jeszcze, ze jesli wektor X jest prostopadly do w, to AX-X = %5{' - X, a poniewaz
|AX|| = ||X]|, wiec kosinus kata miedzy wektorami X i AX réwny jest 3

Zakonczylismy omawianie zadania.

Po zakoticzeniu wypada stwierdzi¢, ze punkt AX jest obrazem punktu X w obrocie o kat %



(czyli o 60° ) wokdt prostej przechodzacej przez punkty (0,0,0) i (1,1,1). ®

. Niech w=1+1i. Znalezé |w|, Argw, w* oraz w®.

Rozwiazaé¢ (w C) réwnanie 23 + 22 +32—5=0.

Mamy |w|? = ww = (144)(1 —i) = 12 — > = 2. Wobec tego 1+ i = v2(*%2 +i%2) =

2 2
4
=v/2(cos 7 tisin 7). Stad w* =2 [cos2E +igindE] = —4. Analogicznie w% =
4 T
=2 6[cos677r —isin %] = 8(—1)(—i) = 8i. Oczywiscie mozna tez skorzystaé z tego, ze
W =wt w? = —4-2i = (—4)(—2i) = 8i.

Zajmiemy sie réwnaniem. 0 = 2% +224+32—5= (2 — 1)(22 4+ 22 +5) = (z — 1) [(z + 1)2 + 4],
zatem pierwiastkami sg liczby 1, —1+2¢, —1 — 23.

. Rozwiaza¢ réwnanie z/(t) + 2z(t) = e~ ! + e~2' + 5cost. Znalezé wszystkie rozwiazania tego
réwnania spetniajace warunek z(0) = 2.

Rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego z’(t) + 2z(t) = 0 to ce™2'. Znajdziemy ko-

lejno rozwiazania szczegdlne réwnan z’(t) + 2x(t) = et /() + 2x(t) = e~ 2 oraz

o' (t)+2x(t) = 5e't . Poniewaz —1 nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego A+2 =

t

0, wiec istnieje liczba C taka, ze funkcja Ce™! spelia réwnanie (Ce ') + 2Ce ! = et

czyli (2—Clet=et.Stad C=1.
Liczba —2 jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wiec znajdziemy rozwiazanie

—2t

réwnania 2’(t) + 2z(t) = e2! w postaci Cte2'. Podstawiajac do réwnania otrzymujemy

po redukcji Ce™?" = 72! zatem C = 1, co oznacza, ze funkcja te™?' jest rozwigzaniem
szczegdlnym tego rownania.
Poniewaz liczba ¢ nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wiec uda sie znalezé

liczbe C', dla ktérej funkcja Ce® jest rozwigzaniem réwnania a’(t) + 2x(t) = 5e'*. Po pod-

stawieniu otrzymujemy C(2 + i)e! = 5e? | zatem C = = 2 — 4. Oznacza to, ze funkcja

2-5H'
(2 —i)e jest rozwiazaniem szczegdlnym réwnania z’ 4+ 2z = 5e’ | zatem Re ((2 — i)e®) =
=Re (( i)(cost+isin t)) = 2cost+sint jest rozwigzaniem szczegélnym réwnania x’ 42z =
=5cost.

Rozwigzaniem ogélnym jest wiec funkcja ce™2! + e~! 4 te=2! 4 2cost + sint. Poniewaz

2=2(0)=c+1+2,wiecc c=—-1. 1

. Rozwiazaé réwnanie z(t) 4 22/ (t) + 5z (t) = e *[2cos(2t) — 8t sin(2t)] + 5t + 2 + 8¢’
Réwnaniem charakterystycznym jest 0 = A2 4+ 2\ +5 = (A + 1)2 + 4, zatem pier-

wiastkami charakterystycznymi sg liczby —1 + 2¢ oraz —1 — 2i. Znajdziemy kolejno roz-

wiazania szczegélne réwnani ' (t) + 22/(t) + 5x(t) = 8et, x(t) + 22'(t) + bx(t) = 5t + 2 i

2’ (t) + 22/ (t) + 5a(t) = =e~"[2cos(2t) — 8t sin(2t)] .

Rozwiazaniem pierwszego z nich bedzie funkcja postaci Ce'. Po podstawieniu otrzymujemy

8Ce! = 8et, wiec C' = 1, zatem funkcja e’ jest rozwigzaniem szczegdlnym tego réwnania.

Rozwiazaniem drugiego réwnania jest funkcja postaci at + b, gdzie a,b sa liczbami. Podsta-



wiajac otrzymujemy 2a+ 5at+5b =5t4+2. Stad a =11 b = 0. Funkcja ¢ jest rozwiazaniem
szczegdlnym tego rownania.
Zamiast réwnania z”(t) + 22/ (t) + 5z(t) = e *[2cos(2t) — 8tsin(2t)] rozwazymy réwnanie
z"(t) + 22/ (t) 4 5a(t) = 8tel~1+2)t  Poniewaz liczba —1 4 2i jest pierwiastkiem jednokrot-
nym réwnania charakterystycznego, wiec rozwiazanie znajdziemy w postaci (at? +bt)el—1+20t
Mamy z”(t) 4+ 22'(t) + 52(t) = [D — (=1 = 20)][D — (=1 + 2i)jJa = (D + 1+ 20)(D + 1 — 24)z
dla kazdej funkcji dwukrotnie rézniczkowalnej z. Mamy
[(D+1+2i)(D+1— 20)][(at? + bt)el~1+20t] =
= [D + 1+ 2i][(2at + b)e(=120t] = [4i(2at + b) + 2a]e(~1+2D1.
Musi wiec by¢ spetiona réwnosé [4i(2at + b) + 2a]e( =120t = 8te(~1+2D! | co oznacza, ze
a=—1, b= % Funkcja
(—it? + L)e(~1+20t = e=t(—it? + L)(cos(2t) + isin(2t)) =
= e " [{§cos(2t) + t?*sin(2t) } +i{ % sin(2t) — t* cos(2t) }]
jest rozwiazaniem rownania
z"(t) 4 22/ (t) + 5x(t) = 8tel~1T20t = 8te~t cos(2t) + i8te*sin(2t).
Jej czesé rzeczywista jest rozwiazaniem rownania
z"(t) 4+ 22/ (t) + bz (t) = 8te™! cos(2t)
a urojona — rownania
2" (t) + 22/ (t) + 5z (t) = 8te ! sin(2t).
7 przeprowadzonych obliczert mozemy tez wywnioskowaé, ze
[(D+ 14 2i)(D +1— 2i)] [bte(~1+20!] = 4ibe~1+20t = 4be~*[ — sin(2t) + i cos(2t)]
Wobec tego rozwiazaniem szczegdlnym naszego réwnania jest funkcja
e [t? cos(2t) — & sin(2t)] + Le ' sin(2t) = e % cos(2t) . © Oczywiscie mozna bylo to
zauwazy¢ wcezesniej, bez czesci obliczert, mozna tez bylo przewidywaé rozwiazanie w postaci
rzeczywistej i sprawdzaé kolejno co otrzymamy wstawiajac po lewej stronie réwnania kolejno
e~ tt?cos(2t),, e ‘t?sin(2t), co zakonczyloby sie po pierwszej serii rachunkéow. Wiemy, jesli wie-
rza, Panstwo w prawdziwos¢ twierdzen podawanych na wykladzie, jak wygladaja rozwigzania,
zatem znalazlszy je powolujemy sie na twierdzenie o jednoznacznosci rozwiazan i konczymy
dziatalnosé.
Na koniec wypada stwierdzi¢, ze rozwiazaniem ogdlnym réwnania jest funkcja

z(t) = e’ +t+ e tcos(2t) + cre " cos(2t) + coe P sin(2t). W
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