Egzamin, matematyka A, 1 lutego 2005 — rozwiazania

Mam nadzieje, ze tu nie ma zbyt wielu bledow, jeszcze sprawdze ten tekst w Srode. Jesli ktos czytajac

natknie sie na niezrozumialy tekst prosze o list elektroniczny, telefon lub wizyte.

Dodatkowe konsultacje: czwartek (10 lutego) 10:15 -12, piatek (11 lutego) 11:00 -12:30,
sobota (16 lutego) 16:00 -18:00.

L. Podaé¢ definicje liczby log, z, czyli logarytmu liczby = przy podstawie a. Jakie warunki musza

spelnia¢ liczby a oraz xz, by mozna bylo okresli¢ log, z?

Wykazat, ze M# <log3 < % . Zmalez¢é log %, log, 5 » log (10 /10 V10 - \/\/TT))

Rozw. Logarytmem liczby = > 0 przy podstawie a € (0,00), a # 1 nazywamy taka liczbe y € R,
ze a¥ = x, czyli '8 = z.
3182 < og 3 wtedy i tylko wtedy, gdy 10°+1°62 < 37 a poniewaz 10°+1°62 = 2000 i 37 = 2187, wiec

4+9log 2
9

nierowno$¢ jest prawdziwa. log3 < wtedy i tylko wtedy, gdy 3° < 10419182 5 poniewaz

39 = 19683 i 10*+21°82 = 5120000, wiec nieréwnosé jest prawdziwa.

1 1 -1 1 _ 1
log%——g,bo 10 3—@—%

log28— 3b023—%:l
— _ 1,1,1_117
log (10-v/10-v/V10-y/ V/V/10 ) = log (10-10/2-101/4.101/8 ) = 10112444 — 14 L 3 L =17

T. Rozwiazaé nieréwnosé tg(2t) > ctg(3t). Zaznaczyé na okregu 22+y? = 1 odpowiedni zbiér, tj. ztozony
z punktéw (x,y) = (cost,sint), gdzie ¢ oznacza liczbe speliajaca nieréwnosé tg(2t) > ctg(3t) .

Rozw. Nieréwnosé tg(2t) > ctg(3t) réwnowazna jest temu, ze

_ (3t) in(2t) (3t) (2t)—sin(2t) sin(3t) (3t+2t¢) _ (5t)
0= Ctg(?)t) B tg<2t) - Z?E(Bt) B 305(27&) = = Csoisn(3t)cjs(2t) - - sircl(()Zt) cos(2t) sin(%(;?cos(%) :

Ta nieré6wnosé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 0 > cos(5t) sin(3t) cos(2t) i sin(3t) # 0 # cos(2t).

Iloczyn trzech liczb jest ujemny wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z nich jest ujemna a pozostate dwie do-
datnie lub wszystkie trzy sa ujemne. Zauwazmy, ze cos(2t) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
catkowita k taka, ze 2t = (2k+1)5 , czyli t = (2k+1)7 . Dalej sin(3t) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje liczba catkowita m taka, ze 3t = mm, czyli t = m% iwreszcie cos(5t) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje liczba catkowita n taka, ze 5t = (2n+1)7, czyli t = (2n+1){; . Latwo mozna zauwazy¢,
ze otrzymane trzy warunki wzajemnie sie wykluczaja, co oznacza, ze jedli jeden z trzech czynnikéw
przyjmuje warto$¢ 0, to pozostale sa rézne od 0. Oczywiste jest rowniez to, ze kazdy z czynnikéw
cos(bt), sin(3t) i cos(2t) zmienia znak przy przejsciu przez swéj pierwiastek. Wobec tego iloczyn
cos(5t) sin(3t) cos(2t) zmienia znak w kazdym z punktéw postaci (2n+1)75, (2k+1)7 i m% . Funkcja
cos(5Ht) sin(3t) cos(2t) jest oczywiscie okresowa, a jej okresem (najmniejszym dodatnim) jest liczba 7 :
cos (5(t+m))sin (3(t +)) cos (2(t+ ) = (— cos(5t)) ( —sin(3t)) (cos(2t)) = cos(5t) sin(3t) cos(2t) .
Z tego co napisaliémy wynika natychmiast, ze funkcja cos(5t)sin(3t)cos(2t) jest niedodatnia na
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przedzialu (0, 7] funkcja ta przyjmuje wartosci dodatnie. Nier6éwnosé tg(2t) > ctg(3t) jest spetlniona

kazdym z przedzialéw [ ] oraz [ ] ; w pozostalych punktach
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba catkowita j taka, ze spelniona jest jedna z pieciu podwojnych
nierownosci ——i—jTr <t < Gtgm, 10 Trin<t<Z THIT, 5 THim<t< —+]7r, 10 Trim<t< ——i—]w

Tg +jm <t < w4 jm. Na okregu jednostkowym zaznaczy¢ nalezy konce dziesieciu tukéw roztacznych

pozostawiajac dziesieé¢ niezaznaczonych tukéw (luk) miedzy nimi. Zaczynamy od domknieto—otwartej

luki dlugos’ci 1o - Nastepnie tuk domknietofotwarty dhigosci § — {5 , luka domkmeto otwarta diugosci
% — I huk domkmeto otwarty dtugosci § — ﬁ , luka domknigta dtugosci 5 — 5, tuk otwarty dtugosci



%’“ — 5, luka domknieto—otwarta dtugosci % — =& | luk domknieto—otwarty d}ugosm —” — 1—0 , luka
domknieto—otwarta dlugosci ?—g — ?jf i wreszcie luk domknieto—otwarty dtugosci m — <= . Ciag dalszy

to oczywista konsekwencja okresowosci, wiec nie ma potrzeby kontynuowaé tej wyliczankl.

. Znalez¢ na paraboli y = % punkt P znajdujacy sie najblizej punktu A = (2,5). Znalez¢ kat miedzy
odcinkiem AP i prosta styczna do paraboli w punkcie P.

Rozw. Niech f(z)=|AP|?> = (x —2)? + (ﬁ—5)2. Mamy

flla)y=2-(z—2)+2 (& —5)-2-% = 1(a% 120 - 16).
Bez trudu stwierdzamy, ze spoéréd dzielnikéw liczby —16 plerwiastkami wielomianu 23 — 12z — 16 sa
liczby —2 oraz 4. Wobec tego wielomian ten jest podzielny przez (a; — (—2)) (a; — 4) =22 -2 -8.
Stad bez trudu otrzymujemy rozktad z3 — 12z — 16 = (z + 2)%(z — 4) . Jasne jest, ze jesli z € (4,00),
to f'(xz) >0, jesli x € (—o0,—2) U (—2,4), to f'(xz) < 0, zatem na pélprostej (—oo,4]| funkcja f

jest Scisle malejaca, a na pélprostej [4,00) — $cisle rosnaca. Wynika stad, ze najmniejsza wartoscia,

tej funkcji jest f(4) = (4—2)2+ (% — 5)2 = 5. Wobec tego punkt P = (4, %) = (4,4) jest punktem
paraboli lezacym najblizej punktu A = (2,5).

Poniewaz pochodna funkcji %2 w punkcie 4 réwna jest 2, wiec réwnanie stycznej do paraboli w punk-
cie (4,4) ma posta¢ y = 2(x —4) +4 = 2z — 4. Na tej prostej lezy tez punkt @ = (2,0). Mamy
QAP —|QP|?>—|PA|* = (2—2)2+(5—0)?—(4—2)?—(4—-0)2—(2—4)2—(5—4)? = 0+25—4—16—4—1 = 0.
Oznacza to, ze kat przy wierzchotku P w tréjkacie QPA jest prosty.

Wywnioskowaé to mozna réwniez z tego, ze wektor [4—2,4 —5] = [2, —1] jest prostopadty do prostej

2z —y — 2 =0 — to fakt ogdlny, udowodniony na ostatnim wykladzie w semestrze zimowym. B

. Wykazaé, ze jesli z,y e R i z # y, to ‘arctgx — arctgy‘ < |z —yl.

Rozw. Bez straty ogdélnosci mozemy zalozyé, ze x < y. Wtedy arctgax < arctgy. Mamy wiec
arctgy — arctgx = (arctg)’(c)(y — x) = 1Jr%(y — ) dla pewnego ¢ € (x,y). Stad arctgy — arctgz <
<y — x przy czym réwnosé zachodzi¢ moze jedynie dla ¢ = 0. Jedli wiec y < 0 lub 0 < z, to
nier6wnos¢ jest ostra. Jesli z < 0 < y, to arctgy —arctgx = (arctgy —arctg 0) + (arctg 0 —arctg x) <
<(y—0)+ (0 —2z) =y —x. Dowdd zostal zakoriczony. B

. Niech A = {(z,y,2): 2% +y?>+ 2?2 <4, 1<z} bedzie czescia kuli o $rodku (0,0,0) i promieniu 2
znajdujaca sie nad plaszczyzna pozioma z = 1. Znalezé objetosé zbioru A.

Rozw. Niech P(z) oznacza pole przekroju kuli plaszczyzna zawierajaca punkt (0,0, z), ktéra jest

—_— —
réwnolegta do plaszczyzny zawierajacej osie OX i OY . Ten przekrdj jest kotem o promieniu 4 — 22,
zatem P(z) = m(4—2?) (dla z = 2 kolo degeneruje sie do jednego punktu, tzn. kota o promieniu 0).

2= w8 —$) —nta— 3 =5

Na tym zakonczyliSmy rozwiazywanie tego skomplikowanego i niezwykle trudnego problemu:

Objetosé jest wiec réwna ff P(z)dz = ff m(4 — 2?)dz = w(4z — £2°

na egzaminie Srednia rowna byla 0,1 punktu na 10, ktére mozna bylto uzyskac! ®

In(z1 . L . . tgz— b2 3y . ,
. Zmalezé hm In(zlne+vie) § Jiozhy q,b,c € R takie, ze granica lim 8227 4er) Sogh ckoniczona.
o0 In(4z+5 cos x) » ’ 20 T
1 1 . In [zlnz(1+—=t— . In z+In(In z)+1n (1+—=t—
Rozw. Mamy hm 7111((2 1§+f)) lim [ ( rﬁ“‘”)] = lim ( rﬁlnm) -
n(de+5cosz) 300 In [4a (14 B )] 200 Ina+Ind+in (14 2cas )
1
In(ln x) (1+flnm)
.1+ 4 14040 . In(lnz) _ Iny _H 4.1
= lim AL L = =1, bo lim =/ = lim lim = =0
z—00 1+s+3ges 1+0+0 ’ zooo T y—oo Y y—oo¥ ’



1
) In1 =0 oraz 0 < ’513??‘ e hf’x —— 0. ZakonczyliSmy obliczanie pierw-
r— 00

. 1
xh_)ngoln (1—|— NGITY:

szej granicy.

Poniewaz licznik i mianownik daza do 0, wiec sprobujemy skorzystaé¢ z reguty de I’'Hospitala:

tgx— (ax+bz2+cw
w5

14+tg? x—(a4+2bx+3cz?)
5z

3
) — lim
x—0

lin% . Ta granica istnieje i rowna jest 400 dla a <1, —o0
r—
dla a > 1. Jesli wiec mamy otrzymac granice skoniczona, to musimy przyja¢ a = 1. Wtedy w otrzy-
manym wyrazeniu licznik i mianownik daza do 0, zatem mozemy ponownie sprébowaé zastosowaé

regute markiza de I’'Hospitala:

1+tg? x—(a+2bx+3cz?) _a=1 lim tg? z—(2bx+3ca?) _H_
54 — 54

2tg x(1+tg® 2)— (2b+6ca:)

= lim 5023

z—0

lim
rz—0

r—0

Rozumujac tak, jak przed chwila stwierdzamy, ze dla istnienia skoriczonej granicy niezbednym warun-

2tg x(1+tg? ©)—(2b4+6cx) — 1 2tg x(1+tg? x)—6cx
2023 m 2023

kiem jest réwnos¢ b = 0. Wtedy lin%) i znéw mozemy
Xr—

r—0

(246 tg? ) (1+tg> ) —6¢

2tgxr+2 tg3 r—6cx __
- 60x2

5003 lim

z—0

stosowac regule markiza de ’'Hospitala: lin%) . Wykluczajac
T—

granice nieskoniczona dochodzimy do wniosku, ze 2 — 6¢c =0, czyli ¢ = % . Pozostaje znalez¢é granice

(2+61tg” z)(1+tg? z)—2

2 4 2 2
lim — ljm 8te"z+6tg" = _ 15, 88 z+1im(6tg Tt Qx) =8.124.6 12.0= 2
750 60x2 750 60x2 o050 6022 T 70\ 76022 ) 60 60 15
bowiem lim 8% =1,
z—0 T

Ten sam rezultat mozna osiagnac¢ korzystajac z wzoru Taylora. Obliczajac kolejne pochodne funkcji
tangens otrzymujemy (tgz) = 14 tg?x, (tgz)” = 2tgz(l +tgz) = 2tgx + 2tg’z, (tgx)® =
=(24+6tg22)(1 +tg?x) =2+ 8tg?a +6tgta, (tgx)® = (16tgx + 24tg 2)(1 +tg?x) = 16tgx +
+40tg® z + 24tg® 2 i wreszcie (tgz)®) = (16 + 120tg? z + 120tg* 2)(1 + tg?z). Stad wynika, ze
wartodci kolejnych pieciu pochodnych funkcji tangens w punkcie 0 to: 1, 0, 2, 0, 16. Wobec tego
piaty wielomian Taylora funkcji tangens w punkcie 0 (piaty wielomian Maclaurina) réwny jest

x + ,x + 15?1:5 —x+%x3+%x5,

tgr—(z+ia+22°%)

. to r— br2 3y . ..
zatem lim = = 0. Wobec tego jesli granica lim B2=(extbe"+er) oinisie. to
z—0 z z—0 *
. tgm— ba?4cx® .zttt +Fa’ —(ax+ba’+ca® . (I—a)z—bz’+(§—c)a’+Fa®
lim 8% (az;;w tex?) _ lim ZEa* ti5e xs(aa: z+cx”) _ hm( a)zr—bx ;53 c)z"+ s ‘
z—0 z—0 z—0
Stad natychmiast wynika, ze jesli ta granica jest skoriczona, to a = 1, b = 0, ¢ = % i wtedy
. . s, . 2
poszukiwana granica rowna jest iz - N

., . 2 . , . 0 g2
. Znalei¢ calke nieoznaczong [ a2e”" dx oraz calke niewladciwa [~ aPe™ du.

__ .2
Rozw. fx?’e*xz dr = [ (ZE2 . xe*xz) el —ffyeydy T [yey - J1- eydy] =
dy=—2xdx czesci
[yey - ey} +C0 =122 — e 1 C.
Nastepnie ff’ g~ dm*cgmoof de=" d —Cl{mm@ 2¢=¢ +3 le—e —%026_02 le—02> = _%,
bo lim e~ = lim e% =0i lim e = lim %22 = 0, ten drugi wynik byl na wykladzie
CcC——0Q CcC——00 CcC——0Q c——o0 €

(wielokrotnie), mozna go tez tatwo uzyskaé stosujac regule de I'Hospitala.
Zadanie bylo 22 stycznia, a Srednia tylko 4,6 na 10. Moze jednak warto rozwiazacé sobie

zadania z poprzednich kolokwiow, egzaminéw ... B



6.

inf.

Niech f(z) = %xl“/?’ _ %xn/s. _ %xs/:a + %x5/3 4 322/3

Zachodza wtedy réwnosci: f'(x)

= (f‘l)(ﬂ”gi)(ﬂ”“)? oraz

f'(x) = 11<x+1><w;%$2+pm+q> , gdzie 1,56 < zp < 1,57 i p? < 4q.

Funkcja nie ma asymptot.

a. Znalez¢ przedzialy, na ktorych funkcja f jest rosnaca i przedzialy, na ktérych jest malejaca;
przedzialy, na ktérych funkcja f jest wypukla i przedzialy, na ktérych jest wklesta.

b. Znalezé punkty, w ktérych funkcja f nie ma pochodnej.

c. W jakich punktach funkcja f ma lokalne ekstrema?

d. Znalez¢ punkty przegiecia wykresu funkcji f .

e. Znalez¢ granice jednostronne funkcji f w +oo.

f. Znalez¢ granice jednostronne funkcji f’ (pochodnej funkeji f) w konicach wszystkich przedziatéw

skladajacych sie na jej dziedzine.

G. Naszkicowaé¢ wykres funkcji f uwzgledniajac otrzymane rezultaty.

Rozw. Pierwiastkami pochodnej sa —1, 1,2, ale wazniejsze jest to, ze zmienia ona swdj znak w punk-

tach 0,1,2. Wobec tego: jesli > 2, to f'(z) >0,jesli 1 <x <2,to f'(z) <0,jesli 0 <z <1,

to f'(x) > 01 f'(r) <0 dla z < 0 z wyjatkiem = = —1. Stad wynika, ze funkcja f jest Scisle

malejaca na poélprostej (—oo,0] oraz na przedziale [1,2]. Na przedziale [0,1] i na pélprostej [2,00)

jest $cidle rosnaca. Mamy réwniez lim+ f'(z) = +00 — ulamek jest dodatni i jego mianownik dazy
z—0
do 0. Analogicznie lim f/'(z) = —oo. Wobec tego wykres funkcja f nie ma pochodnej w punkcie
z—0~

0, jednostronne pochodne istnieja, ale sa rézne. W punkcie (0,0) funkcja f ma ,ostrze”: lewa czesé

wykresu jest styczna do osi OY i prawa tez.

Mamy tez lim f(xr) = 400, bo f(z) jest suma réznych poteg zmiennej x, wspélczynnik przy
xr— 00
najwyzszej z nich jest dodatni. Podobnie lim f(z) = 400 (przyp. 14 jest liczba parzysta).
T——00
Mamy réwniez lim f/(z) = —oo, bo licznik ma stopienn 4 i jest dodatni dla = < 0, mianownik jest
r——00

ujemny i ma mniejszy stopien 1. W taki sam sposéb stwierdzi¢ mozna, ze lim f’(z) = +oo.
3 ’ T—+00

Druga pochodna jest dodatnia na pélprostych (xg,00) i (—o0,—1), ujemna — na przedziatach (—1,0)
i (0,29). W punkcie 0 funkcja oczywiscie drugiej pochodnej nie ma, bo nawet zdefiniowaé jej nie
mozna, gdyz nie istnieje f/(0). Stad wynika, ze funkcja f jest Scisle wypukla na pélprostych (—oo, 1]
i [xg,00). Na przedziatach [—1,0] i [0, 2] jest SciSle wklesta. Wobec tego punkty —1 oraz zp to
punkty przegiecia funkcji f.

Funkcja nie jest wklesta na przedziale [—1,x¢|, bo nie jest prawda, zZe odcinek laczacy punkty
(%,f(%)) i(- %, (—%)) lezy pod wykresem funkcji f, przeciwnie lezy on nad tym wykresem,
co mozna bez trudu sprawdzic.

Informacje przerézne (pozyteczne lub zbedne):

logpx =logx; sin%”:%; s.in%7T :—g; I+z<e® dlaxeR;sine <z <tgw,gdy 7 >z >0;
sin(x + y) = sinz cosy £ sinycos z; cos(z £ y) = coszcosy Fsinzsiny; cos?x +sinz =1;

3% =81, 3° =243, 35 =729, 37 = 2187, 3% = 6561, 37 = 19683, 310 = 59049, 3! = 177147.



