Egzamin, matematyka A, 1 lutego 2005 — rozwigzania

Mam nadzieje, Ze tu nie ma zbyt wielu bledow, jeszcze sprawdze ten tekst w $rode. Jesli ktos czytajgc

natknie sie na niezrozumiaty tekst prosze o list elektroniczny, telefon lub wizyte.

Dodatkowe konsultacje: czwartek (10 lutego) 10:15 -12, piatek (11 lutego) 11:00 -12:30,
sobota (16 lutego) 16:00 -18:00.

L. Poda¢ definicje liczby log, z, czyli logarytmu liczby z przy podstawie a. Jakie warunki musza

spelnia¢ liczby a oraz z, by mozna bylo okresli¢ log, z?

Wykaza¢, ze 382 < log3 < 49082 7nalesé log g5 » logy § , log (10 V10 - /10 - \/\/\/10)

Rozw. Logarytmem liczby = > 0 przy podstawie a € (0,00), a # 1 nazywamy taka, liczbe y € R,
ze a¥ =z, czyli al%8«® =z .

3+l°g2 < log 3 wtedy i tylko wtedy, gdy 10371°82 < 37 a poniewaz 10311982 = 2000 i 37 = 2187, wiec

449 log 2

nieréwnosc¢ jest prawdziwa. log3 < wtedy i tylko wtedy, gdy 32 < 10419182 4 poniewaz

39 = 19683 i 10*t21°82 = 5120000, wiec nieré6wnoéé jest prawdziwa.
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log (10-v/10-v/V10-y/ VV/I0 ) = log (10-10/2-101/4:101/8 ) = 10124 VAR — 1 14y ] =
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T. Rozwiazaé nieréwnosé tg(2t) > ctg(3t) . Zaznaczyé na okregu x2+y? = 1 odpowiedni zbidr, tj. ztozony
z punktéw (x,y) = (cost,sint), gdzie ¢ oznacza liczbe speliajaca nieréwnosé tg(2t) > ctg(3t) .

Rozw. Nieréwnos¢ tg(2t) > ctg(3t) réwnowazna jest temu, ze

_ cos(3t sin(2t) _ cos(3t) cos(2t)—sin(2t)sin(3t) _ cos(3t+2t _ cos(5t
0= Ctg(gt) B tg(2t) - sin((St)) B COS((2t)) - = sirL((St))Cos(ét)) - sin(3§) Cos(2)t) - sin(St)(Cos)(Zt) :

Ta nieréwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 0 > cos(5t) sin(3t) cos(2t) i sin(3t) # 0 # cos(2t).

Tloczyn trzech liczb jest ujemny wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z nich jest ujemna a pozostale dwie do-
datnie lub wszystkie trzy sa ujemne. Zauwazmy, ze cos(2t) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
calkowita k taka, ze 2t = (2k+1)% , czyli t = (2k+1)% . Dalej sin(3t) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
3
gdy istnieje liczba calkowita n taka, ze 5t = (2n+1)7 , czyli t = (2n+1){5 . Latwo mozna zauwazy¢,

istnieje liczba catkowita m taka, ze 3t = mm, czyli t = mZ iwreszcie cos(5t) = 0 wtedy i tylko wtedy,
ze otrzymane trzy warunki wzajemnie sie wykluczaja, co oznacza, ze jesli jeden z trzech czynnikéw
przyjmuje wartos¢ 0, to pozostale sa rézne od 0. Oczywiste jest rowniez to, ze kazdy z czynnikow
cos(bt), sin(3t) i cos(2t) zmienia znak przy przejsciu przez swéj pierwiastek. Wobec tego iloczyn
cos(5t) sin(3t) cos(2t) zmienia znak w kazdym z punktéw postaci (2n+1) 75, (2k+1)% i m% . Funkcja
cos(5t) sin(3t) cos(2t) jest oczywiscie okresowa, a jej okresem (najmniejszym dodatnim) jest liczba 7:
cos (5(t+m)) sin (3(t +m)) cos (2(t+ 7)) = (— cos(5t)) ( —sin(3t)) (cos(2t)) = cos(5t) sin(3t) cos(2t) .

Z tego co napisaliSmy wynika natychmiast, ze funkcja cos(5t)sin(3t) cos(2t) jest niedodatnia na

5] (150 (5. 5], [ ] oraz [T,

przedzialu (0, 7] funkcja ta przyjmuje wartosci dodatnie. Nieréwnosé tg(2t) > ctg(3t) jest spelmiona

kazdym z przedzialéw [ 77] ; w pozostalych punktach
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba caltkowita j taka, ze spelniona jest jedna z pieciu podwéjnych
nieréwnosci 5+jm <t < 7 +]7r, ToHimT <t < T+jm, FHjm <t < ——|—j7r, ’5+j7r <t< ?jT’T—i—jﬂ,
—g +jm <t < w4+ jm. Na okregu jednostkowym zaznaczy¢ nalezy konce dziesieciu tukow roztacznych

pozostawiajac dziesie¢ niezaznaczonych tukéw (luk) miedzy nimi. Zaczynamy od domknieto—otwartej

luki dhugosci {5 . Nastepnie tuk domknietofotwarty dhugosci § — {5, luka domknleto otwarta dhugosci
3{—6“ — I huk domkmeto otwarty dhugosci § — 1—0 , luka domknigta dtugosci 5 — % , tuk otwarty dtugosci



2?” — T, luka domknieto—otwarta dtugosci %r — 2% | luk domknieto—otwarty d}ugosm 3—“ — 1—0, luka
domkmetofotwarta dhugosci % — %” i wreszcie luk domknieto—otwarty dtugosci = — =% . Ciag dalszy

to oczywista konsekwencja okresowosci, wiec nie ma potrzeby kontynuowaé tej Wyliczankl.

. Zmalez¢é na paraboli y = i—z punkt P znajdujacy sie najblizej punktu A = (2,5). Znalezé¢ kat miedzy
odcinkiem AP i prosta styczng do paraboli w punkcie P.

Rozw. Niech f(x) =|AP|?> = (x —2)% + (91—2 - 5)2. Mamy

fla)y=2-(x—2)+2- (& —5)-2-2 = 1(a3 122 —16).
Bez trudu stwierdzamy, ze spoéréd dzielnikéw liczby —16 pierwiastkami wielomianu 22 — 12z — 16 sg
liczby —2 oraz 4. Wobec tego wielomian ten jest podzielny przez (x — (—2)) (x — 4) =22 -2 8.
Stad bez trudu otrzymujemy rozktad 3 — 12z — 16 = (z +2)?(x — 4) . Jasne jest, ze jesli z € (4,00),
to f'(x) >0, jesli x € (—o0,—2) U (—2,4), to f'(x) < 0, zatem na pélprostej (—oo,4]| funkcja f

jest $cisle malejaca, a na pélprostej [4,00) — $cisle rosngca. Wynika stad, ze najmniejsza wartoscia,

tej funkcji jest f(4) = (4—2)%+ (% — )2 = 5. Wobec tego punkt P = (4, %) = (4,4) jest punktem
paraboli lezacym najblizej punktu A = (2,5).

Poniewaz pochodna funkcji % w punkcie 4 réwna jest 2, wiec réwnanie stycznej do paraboli w punk-
cie (4,4) ma postaé y = 2(x —4) + 4 = 2z — 4. Na tej prostej lezy tez punkt @ = (2,0). Mamy
QA —|QP|?>—|PA]? = (2—2)?+(5—0)%>—(4—2)2—(4—-0)%—(2—4)2—(5—-4)? = 0+25—4—16—4—1 = 0.
Oznacza to, ze kat przy wierzchotku P w tréjkacie QPA jest prosty.

Wywnioskowaé to mozna réwniez z tego, ze wektor [4 —2,4 —5] = [2, —1] jest prostopadly do proste;

2z —y — 2 =0 — to fakt ogdlny, udowodniony na ostatnim wyktadzie w semestrze zimowym. B

. Wykazaé, ze jeSli z,y e R i x £y, to !arctgx - arctgy‘ <lx—y].

Rozw. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze = < y. Wtedy arctgx < arctgy. Mamy wiec
arctgy — arctgz = (arctg)’'(c)(y — x) = 1Jr%(y — ) dla pewnego ¢ € (x,y). Stad arctgy — arctgz <
<y — x przy czym réwnosé¢ zachodzi¢ moze jedynie dla ¢ = 0. Jedli wiec y < 0 lub 0 < z, to
nieréwnos¢ jest ostra. Jesli x < 0 < y, to arctgy —arctgz = (arctgy —arctg0) + (arctg 0 — arctg x) <
<(y—0)+(0—2z) =y —x. Dowdd zostal zakoriczony. B

. Niech A = {(z,y,2): 2% +y?+2%2<4, 1<z} bedzie czescia kuli o $rodku (0,0,0) i promieniu 2
znajdujaca sie nad plaszczyzna pozioma, z = 1. Znalezé objetosé zbioru A.

Rozw. Niech P(z) oznacza pole przekroju kuli plaszczyzng zawierajaca punkt (0,0, z2), ktéra jest

_— —
réwnolegla do plaszczyzny zawierajacej osie OX i OY . Ten przekroj jest kolem o promieniu v4 — 22,
zatem P(z) = 7(4—2%) (dla z = 2 kolo degeneruje si¢ do jednego punktu, tzn. kota o promieniu 0).
=r(8—35)—m(4—-3)=2F.

I8 3

Na tym zakonczyliémy rozwiazywanie tego skomplikowanego i niezwykle trudnego problemu:

Objetosé jest wiec réwna fl 2)dz = fl 2?)dz = mw(4z — 32°

na egzaminie srednia réwna byla 0,1 punktu na 10, ktére mozna bylo uzyskac¢! B

tgx—(ax+bx>4cx®)
x5

In(z ln z++/7)
o0 In(4z+5 cos x)

. Zmalezé hm i liczby a,b,c € R takie, ze granica lim0 jest skonczona.
xr—

In(zlnz+vz) _ lim In [wlnz(l—&—m)] — lim Inz+In(Inz)+In (1+ \/Ellnm)
oo ln(dz+5cosz) ;o In [41nz(1+54°'1%)] z—0o0 Inz+In4+In (1—&-5401%)

In 1++)
In(ln x) ( V7 ln

.1 . InQl H ..
— lim FTas 1:—4+56C};‘; =040 _ 7 bo lim In(nz) _ j5p) my A 1 0,

T—00 1+1 Inz ~ 14040 r—oo 1D y—oo Y y—ooY

Rozw. Mamy hm




) Inl =0 oraz 0 < |2cosz ‘ 2zl % —— 0. ZakonczyliSmy obliczanie pierw-

: 1
T— 00 Vzlnz T— 00

“Inz
szej granicy.
Poniewaz licznik i mianownik daza do 0, wiec sprébujemy skorzystaé z reguly de I’'Hospitala:

1+tg? z—(a+2bx+3cx?)
54

tgx— (am+bac +ex®)
a®

= lim
x—0

lir% . Ta granica istnieje i rowna jest +oo dla a <1, —0
r—
dla a > 1. Jesli wiec mamy otrzymaé¢ granice skonczona, to musimy przyja¢ a = 1. Wtedy w otrzy-
manym wyrazeniu licznik i mianownik daza do 0, zatem mozemy ponownie sprébowaé zastosowad

regule markiza de 'Hospitala:

. 1+4tg? x—(a+2bx+3cx®) _a=1 ..  tg?x—(2bx+3cx®) H 2tg x(1+tg? x)— (2b+60w)
lim =7 — lim 527 ) —— |lim ’
2—0 T 5x 20x

z—0 z—0
Rozumujac tak, jak przed chwilg stwierdzamy, ze dla istnienia skoniczonej granicy niezbednym warun-

2tg x(14tg? ) —(2b4+6¢cx) hm2tgw(1+tg x)—6cx

kiem jest réwnos¢ b = 0. Wtedy lin% i znéw mozemy
r—

2023 250 2023
/ . 5 . Lo 2tga42tg® a—6cx _ 7. (246tg% x)(1+tg® ) —6¢ .
stosowaé regule markiza de I’'Hospitala: ;112) = e = lim 5052 . Wykluczajac

z—0
granice nieskonczona dochodzimy do wniosku, ze 2 — 6¢c =0, czyli ¢ = % . Pozostaje znalezé granice

(246 tg” ) (1+tg” x) -2

. _ 1 8tglzt6tgtr 1. 8tglaz . 6tg’z 2 _ 8 12, 6 12.0_ 2
i{% 6022 _ili% 6022 _;IE}) 6022 +£IE}) 0z 18 T) =g 1 g 17-0= 15,
bowiem lim 8% =1. X

z—0 T

Ten sam rezultat mozna osiagnaé korzystajac z wzoru Taylora. Obliczajac kolejne pochodne funkcji
tangens otrzymujemy (tgz)’ = 1+ tg?x, (tgz)” = 2tga(l +tg’z) = 2tgx + 2tgdz, (tgx)® =
=(2+6tg2x)(1 +tg2a) =2+ 8tg?x +6tgx, (tga)® = (16tgr + 24tg® x)(1 + tg?x) = 16tgx +
+40tg® x + 24tg®x i wreszcie (tgz)®) = (16 + 120tg?x 4+ 120tg* 2)(1 + tg?z). Stad wynika, ze
wartosci kolejnych pieciu pochodnych funkeji tangens w punkcie 0 to: 1, 0, 2, 0, 16. Wobec tego
piaty wielomian Taylora funkcji tangens w punkcie 0 (pigty wielomian Maclaurina) réwny jest

v+ Z23 + Pad =a 4 328 + 225,

tg x—(ax+bx>4ca®)
=5

tgac—(m+%x3+12—5x5)
s

zatem lim
x—0

= 0. Wobec tego jesli granica lim

r—0

istnieje, to

z+3 z34 = z® —(ax+bx?+ca®)

tgx—(ax+baZ4ca®) 1 — lim

(1—a)m—bx2+(%—c)w3+l—25x5

lim = lim

z—0 a5 z—0 z z—0 @
Stad natychmiast wynika, ze jesli ta granica jest skonczona, to a = 1, b = 0, ¢ = % i wtedy
poszukiwana granica réwna jest 1% .
. Zmalez¢ calke nieoznaczong [ 23e=%" dz oraz catke niewtadciwa, fi)oo e~ dx .
__ .2
Rozw. fxge_xQ dr = [ <x2 . xe_IQ) et yeY dy === %[?/ey - J1- eydy] =
dy=—2xdx czesci
[yey — ey} +C = 26_9”2 — %e‘xz +C.
Nastepnie f_o e dg = cl}moof 3= dr = CllmQQ(% 20—c” +3 lo—c? %026_02 —%6_02) - _%’
bo lim e=¢ = lim L =01 lim e~ = lim 6—22 = 0, ten drugi wynik byl na wykladzie
c - ) gL wy Y y
c— —00 c——o0¢€ c——00 c——o0¢€

(wielokrotnie), mozna go tez latwo uzyska¢ stosujac regule de 'Hospitala.
Zadanie bylo 22 stycznia, a Srednia tylko 4,6 na 10. Moze jednak warto rozwiazaé sobie

zadania z poprzednich kolokwiéw, egzaminéw ... B



6.

inf.

Niech f(z) = %5614/3 — %xn/?’ — %x8/3 + %$5/3 + 322/3 .

Zachodza wtedy réwnosci: f

'(x) = (I_l)(z\;/?(ﬁl)z oraz

() = “<I+1><w§§%<x2+m+q> , gdzie 1,56 < 29 < 1,57 i p? < 4q.

Funkcja nie ma asymptot.

a. Znalez¢ przedzialy, na ktérych funkcja f jest rosnaca i przedzialy, na ktérych jest malejaca;
przedzialy, na ktérych funkcja f jest wypukla i przedzialy, na ktorych jest wklesta.

b. Znalez¢ punkty, w ktérych funkcja f nie ma pochodnej.

c. W jakich punktach funkcja f ma lokalne ekstrema?

d. Znalez¢ punkty przegiecia wykresu funkcji f.

e. Znalez¢ granice jednostronne funkcji f w +oo.

f. Znalez¢ granice jednostronne funkeji f’ (pochodnej funkcji f) w koncach wszystkich przedziatéw

skladajacych sie na jej dziedzine.

G. Naszkicowaé¢ wykres funkcji f uwzgledniajac otrzymane rezultaty.

Rozw. Pierwiastkami pochodnej sa —1,1, 2, ale wazniejsze jest to, ze zmienia ona swoéj znak w punk-

tach 0,1,2. Wobec tego: jesli x > 2, to f'(z) > 0,jesli 1 <z <2,to f'(x) <0,jesli 0 <z <1,

to f/(z) >0 1 f'(z) <0 dla 2 < 0 z wyjatkiem = = —1. Stad wynika, ze funkcja f jest $cidle

malejaca na pélprostej (—oo,0] oraz na przedziale [1,2]. Na przedziale [0,1] i na pélprostej [2,00)

jest $cisle rosnaca. Mamy réwniez lim+ f'(z) = 400 — ulamek jest dodatni i jego mianownik dazy
z—0
do 0. Analogicznie lim f/(z) = —oo. Wobec tego wykres funkcja f nie ma pochodnej w punkcie
z—0~

0, jednostronne pochodne istnieja, ale sa rézne. W punkcie (0,0) funkcja f ma ostrze”: lewa czes$é

wykresu jest styczna do osi OY i prawa tez.

Mamy tez lim f(x) = +oo, bo f(x) jest sumg réznych poteg zmiennej x, wspélczynnik przy
Tr— 00
najwyzszej z nich jest dodatni. Podobnie lim f(x) = 400 (przyp. 14 jest liczbg parzysta).
rT——00
Mamy réwniez lim f’(z) = —oo, bo licznik ma stopieni 4 i jest dodatni dla @ < 0, mianownik jest
r— —0Q0

ujemny i ma mniejszy stopien % . W taki sam sposéb stwierdzi¢ mozna, ze lim f/(z) = 4o00.
r—+00

Druga pochodna jest dodatnia na pétprostych (zg,00) i (—o0, —1), ujemna — na przedziatach (—1,0)
i (0,z09). W punkcie 0 funkcja oczywiscie drugiej pochodnej nie ma, bo nawet zdefiniowaé jej nie
mozna, gdyz nie istnieje f’(0). Stad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukla na pélprostych (—oo, 1]
i [xg,00). Na przedzialach [—1,0] i [0,z¢] jest SciSle wklesta. Wobec tego punkty —1 oraz xg to
punkty przegiecia funkcji f.

Funkcja nie jest wklesta na przedziale [—1,xz|, bo nie jest prawds, ze odcinek laczacy punkty
(%,f(%)) i ( — %, (—%)) lezy pod wykresem funkcji f, przeciwnie lezy on nad tym wykresem,
co mozna bez trudu sprawdzié.

Informacje przerézne (pozyteczne lub zbedne):

log,gz =logx; sin%7T :%; sin%7r :—g; I1+z<e” dla x€R;sine <z <tgw,gdy 5§ >z>0;
sin(z £ y) =sinxzcosy £sinycosx; cos(x £ y) = cosxcosy Fsinzsiny; cos?z +sin’z =1;

31 =81, 35 =243, 3¢ =729, 3" = 2187, 3% = 6561, 3% = 19683, 30 = 59049, 311 =177147.



