Klas6wka poprawkowa, matematyka A, 22 stycznia 2005, rozwiazania
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1. Znalez¢ liczby a,b takie, ze lir% In(te)—(az+be’) _ () pastepnie obliczyé granice lin%
xr— xr—

x

Rozw. Poniewaz licznik i mianownik daza do 0, wiec moze si¢ udaé zastosowaé regute de ’'Hospitala.

1
Trzeba znalezé granice ilorazu pochodnych (o ile istnieje), czyli lin% w . Ta granica powinna
r—
by¢ réwna 0 (lub nie istnie¢). Poniewaz lim (f —(a+2bz)) =1—-a i lim(2z) =0, wiec dla
z—0 z z—0

. 14z —(at2b .
a > 1 mamy th:—oo,adlaa<l—hm
x—0+t r z—0t

ﬁ —(a+2bzx)

o = +o0. Wobec tego musi

zachodzié¢ réwnoé¢ 1 —a = 0, czyli a = 1. Trzeba ustali¢ dla jakiej liczby b zachodzi réwnosé:

1 b
lirr%) %i”x) = 0 (lub dla jakiej liczby b ta granica nie istnieje). Poniewaz licznik i mianow-
T—

nik daza do 0, wiec sprobujemy zastosowaé regute de I’'Hospitala raz jeszcze. Otrzymujemy wzor

w2 1 L . . .
111% 5 = 5 . Wobec tego b = —5 w kazdym innym przypadku granice jednostronne
r—
(—1g2
istnieja, s nieskonczone, wiec rézne od 0. Pozostaje do obliczenia granica lim MC# . Stosu-

z—0

—(ta) 241

= lim o

r—0

= lim

In(1+z)—(z—12?)
g z—0

(1+2)~'—(1-=)
T 3x2

jemy regule de 'Hospitala trzykrotnie: lim

z—0

-3
;ii% % = % — we wszystkich trzech przypadkach licznik i mianownik maja granice 0, twier-

-3
% , istnieje i wobec tego

dzenie de ’'Hospitala mozna zastosowaé, bowiem ostatnia granica, lim
z—0

—(1+z) 2+

réwna jest poprzedniej, czyli iln% 0 . To z kolei pozwala na ,cofniecie sie” o jeszcze jeden
—

-1
w = % . Podkresli¢ wypada, ze zdarza sie, ze istnieje granica lim % y
r—p

krok, zatem 3
x

lim f(x) = 0 = limg(x), ale granica lim f,/(x) nie istnieje, por. zad.3.
r—p r—

T—p p9' (@)
Podamy jeszcze jedno rozwigzanie. Mamy In(1 + z) = x — % + %3 + 23h(z), gdzie lin%)h(x) =0

— wynika to z tw. Peano o reszcie we wzorze Taylora lub ze znanego rozwiniecia funkeji In(1 + x)

w szereg potegowy: In(l+ ) = x — % + %3 — 1—4 + .-+, ta suma jest nieskoriczona, czyli jest gra-

nicg ciaggu, ktérego kolejnymi wyrazami sa: x, x — ’”2—2, T — % + %3, x — % + x—; — ’1—4, ... Mamy
_z2 23 3 _ 2 _ (1 2, 23 .3

wiec wyjadnié kiedy granica 0 = ili%r L +1‘If;(x) (az+bz®) _ iii%(l a)zr (2+bia2: +&+ath(@) _

(1—a)— (3 +b)a+ 2 +22h(x) (1—a)— (3 +b)a+ 2 +22h(x)

=lim .Jedli 1—a > 0,to lim =+400,jeslil—a <0,
z—0 z z—0+ z
—a)— (L 22 42
to lim+ (1=a) (2+b)f+ Freh@) _ —00, zatem musi by¢ spetniona réwnos¢ 1 —a = 0, czyli a = 1
z—0

(podkreslmy: w innych przypadkach prawostronne granice sa nieskoriczone). Pytamy wiec o to, dla

jakich b € R zachodzi réwnosé 0 = lim ~G e+ +a’h@) _ lim (= (3+b)+ % +ah(z)) = (3 +0).

xz—0 z

—22 23 B () —(w—La?
Odpowiedz to b = —1 . Pozostaje stwierdzi¢, ze lirrbx z*5 +x£(x) (wgz) lir%(% +h(z)) = 3.
r— r—

Ta metoda jest lepsza. Wyraznie uwidacznia jak nalezy przyblizy¢ funkcje, by uproscié¢ problem,



zreszty samo sformulowanie zadania sugeruje uzycie trzeciego wielomianu Taylora funkcji In(1 + x)
w punkcie 0. Stosujac regule de I’'Hospitala niejako utajniamy rodzaj stosowanego przyblizenia,
choé oczywiscie merytorycznie jest to to samo (w dowodzie wzoru Taylora stosowaliSmy regute de
I'Hospitala). B

. Niech f(t) = ccos (wtv/7) + dsin (wtV/7) — cost dla t € R. Obliczyé¢ f'(¢) 1 f(t).

Zmnalez¢ wszystkie tréjki liczb w, c,d € R takie, ze dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ zachodzi réwnosé

F'(&)+7f(t)+6cost=0.

Rozw. Zachodza réwnosci f'(t) = —cwy/7sin (wtﬁ) + dw+/7 cos (wtﬁ) + sint 1 wobec tego
1" (t) = —Tcw? cos (wt\/? ) — Tdw? sin (wt\/? ) + cost, zatem nalezy znalezé¢ wszystkie takie tréjki liczb
w,c,d € R, dla ktérych réwnosé 0 = f(t) + Tf(t) + 6 cost = —Tcw? cos (wtV/7) — Tdw? sin (wtV/7) +
+ cost + 7ccos (wtﬁ) + 7dsin (wt\/?) — Tcost + 6cost = 7(1 — w2) [ccos (wtﬁ) + dsin (wtﬁ)]

zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych ¢. Mozliwoéci sa nastepujace w? = 1 lub w? # 1.
W pierwszym przypadku, czyli w = £1, réwnosé¢ f”(t) + 7f(t) + 6 cost = 0 zachodzi dla wszystkich

liczb t € R niezaleznie od wyboru ¢, d. W drugim przypadku réwnosé ccos (wt\/? ) +dsin (wt\/? ) =0
musi mie¢ miejsce dla wszystkich ¢ € R. Przyjmujac ¢t = 0 otrzymujemy c¢ = 0. Wynika stad, ze

musi by¢ speliona réwnosé dsin (wtﬁ) = 0. Oznacza to, ze albo d =0, albo w = 0. Mamy wiec
trzy rodzaje tréojek £1,c¢,d, w,0,0 oraz 0,0,d. &
. Zmalez¢ granice lim <% lim thx oraz lim (\3/1' +Inz— Yx+ cosx) .

z—+oo T Tr— 400 Tr— 400

To zadanie jest dostownym powtdérzeniem zadania z 11 stycznia i jego rozwiazania nie powtarzam. B

. Znalezé najmniejsza wartoéé funkeji =2 + (gzlf;g na polprostej otwartej (1,+o00) lub wykazaé, ze ta

funkcja na pétprostej (1,00) najmniejszej wartosci nie ma.

skracamy

Rozw. Niech f(z) =22+ (izxf)z . Mamy f'(z) =2z + 272”(90_1();__11;'2(1_1) -
przez r—

22 (x—1)—2z2 wylgczamy

23:(1 + 27%) = 21:(1 + 1,__—217)3) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

1= % ,cezyligdy 1= % , tzn. gdy © = 4 — oczywiscie rozpatrujemy wylacznie x > 0, bowiem

27-42

funkcja z zalozenia jest okreslona jedynie na (0,00). f(4) = 4% + GoZ =

64 . Jasne jest, ze jesli

x> 10, to f(x) > 10> = 100 > 64 oraz ze jesli = < 1,1, to f(zx) > ﬁ > 2700 > 64. Wobec

1

75, 10] funkcja f przyjmuje wartosci wicksze niz f(4) = 64. Funkcja f jest

tego poza przedzialem [1

1—10, 10], wiec przyjmuje w pewnym punkcie tego przedzialu swa, najmniejsza na

TYM przedziale wartos¢ — wynika to z twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kresow. Wartosci

ciagta na przedziale [1

przyjmowane poza tym przedzialem sg wicksze niz f(4) = 64 . Wynika stad, ze najmniejsza wartoscia
funkcji f na pélprostej (1,00) jest f(4) = 64.

Uwaga: Mozna nie uzywaé twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kresow przez funkcje ciagla na
przedziale domknietym. Zamiast tego mozna bez trudu stwierdzi¢, ze jesli 1 < x < 4, to f'(x) > 0
i wobec tego na przedziale (1,4] funkcja f maleje, analogicznie jesli 4 < z, to f'(x) > 0, wiec na
polprostej [4,00) funkcja f rosnie, zatem f(4) = 64 jest jej najmniejsza wartoscig.

Skrocona instrukcja obstugi wyrazen algebraicznych: zanim Panie Studentki lub Panowie Studenci



s . _ 2 . . s . —+oo _ 2
5. Zmnalezé calke nieoznaczona, f 23e™® dx, a nastepnie catke oznaczona niewlasciwa, fo 23e " dx.

_—Iz IrzZez
Rozw. fx?’e_xQd:c = <x2 . xe_””Q) et —%fyeydy e %[yey - J1- eydy] =

dy=—2xdx czesci

=1 [yey — ey} +C = —%xQe_xz — %e‘xz +C.

. [e'e) 2 . c 2 . _ a2 _ .2 _ N2 N2

Nastepnie fo 23e™ dxr = lim fo 23e™ dxr = lim (—%626 ¢ —%e ¢ —1—%026 0 —1—%6 0 ) :%,bo
cC— 0 cC— 0

. p— . . . p— 2

lim e = lim 4 =01 lim c2e ¢

c—00 c—o0€e° c—00 c—oo€

¢ = lim < =0, ten drugi wynik byl na wyktadzie (wielokrotnie),

c

mozna go tez tatwo uzyskaé stosujac regute de I’'Hospitala. B

6. Niech f(z)= (z+3)¢ ((gf +_29))22 dla wszystkich « # —2. Zachodza réwnosci

/ _5 3 (z+3)2 " _10(x*+22% —142% —542—27)
f (x) = 3$($ + 1) @+2)5(z—3) f (w) = 9¢/(2+2)°(2—3) (2 13)

dla tych wszystkich liczb x € R, dla ktérych prawe strony wzoréw maja, sens.

Wielomian z# 4 222 — 1422 — 542 — 27 ma dwa pierwiastki rzeczywiste x1 ~ —0,6 i x5 ~ 4,37, oba
sg jednokrotne. Funkcja nie ma asymptot poziomych, ani ukosnych.
a. Znalez¢ przedzialy, na ktorych funkcja f jest rosnaca;
przedzialy, na ktérych funkcja f jest malejaca;
przedzialy, na ktérych ta funkcja jest wypukla;
przedzialy, na ktérych jest wklesta.
b. Znalez¢ punkty, w ktérych funkcja f nie ma pochodne;j.
c. W jakich punktach funkcja f ma lokalne ekstrema?
d. Znalez¢ punkty przegiecia wykresu funkcji f.
e. Znalez¢ granice jednostronne funkcji f w koncach wszystkich przedzialéw skladajacych sie na jej
dziedzine.
f. Znalez¢ granice jednostronne funkeji f’ (pochodnej funkeji f) w konicach wszystkich przedziatéw
sktadajacych sie na jej dziedzine.
Naszkicowaé wykres funkcji f uwzgledniajac otrzymane rezultaty.
Informacja: znéw kilka oséb poszukiwato asymptot poziomych i ukosnych.
Pytanie: jak mozna skfoni¢ studentow do przeczytania zadania przed rozpoczeciem rozwigzywania?!
Funkcja przyjmuje warto$¢ 0 w punktach +3. Jest nieokreslona w punkcie —2. Jezeli
—2# x> —-3,to f(x) > 0.Mamy wigc xl_i)rr_12f(x) = 00, bowiem xl_i)rEQ(x—i—?)) =1, xl_i)IEQ(x2_9)2 =25
3/ 25

i lim (x +2)? =0 (mamy wiec do czynienia z wyrazeniem typu 1 - &%, symbol 0% oznacza, ze

r——2

granica mianownika wyrazenia podpierwiastkowego jest = 0, przy czym w poblizu —2 mianownik jest

—92

> 0). Mamy tez wlLII;of(x) = 00, bo wli_)n;()(x—}—3) =00 i wli_)ngo% = wlLH;OxQ ((llfj))z =001 =o00.
. . . (12—9)2 . 2 (1—1%)2 2 . .

Mamy leIEo($+3) = —o00 i xll)lzloo o xll}IElOOSC rzyz = -1 =00, wiec xll)r_noof(:c) = —00.

Funkcja x zmienia znak w punkcie 0, tzn. dla = < 0 jest ujemna, dla = > 0 jest dodatnia.
Funkcja x+1 zmienia znak w punkcie —1, tzn. dla z < —1 jest ujemna, a dla x > —1 — dodatnia.
Funkcja (x + 3)? nie zmienia znaku w punkcie —3, chociaz przyjmuje w tym punkcie wartosé¢ 0,
bowiem na calej prostej z wyjatkiem punktu —3 jest dodatnia! Funkcja (z + 2)° zmienia znak w
punkcie —2, bo jest ujemna na pélprostej (—oo, —2) i dodatnia na pélprostej (—2,00) , przypominamy
z > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2° > 0. Funkcja x — 3 zmienia znak w punkcie 3. Réwniez z > 0

wtedy i tylko wtedy, gdy V25 > 0. Wobec tego pochodna f’ zmienia znak w punktach w punktach



—2,—1,0,3. Jasne jest, ze dla x > 3 wszystkie czynniki wystepujace w f’ sa dodatnie, zatem wtedy
f'(z) > 0. Stad natychmiast wynika, ze pochodna f’ jest dodatnia na: pdlprostej (3,00), przedziale
(—1,0) i potprostej (—oo,—2). Pochodna f’ jest ujemna na przedziale (0,3) oraz na przedziale
(—=2,0). Wynika stad, ze funkcja f jest SciSle rosnaca na: pdlprostej [3,00), na przedziale [—1,0]
i na pdlprostej (—oo, —2). Na przedziale (—2,—1] funkcja f jest $cisle malejgca, to samo dotyczy
przedzialu [0, 3]. Z tego, co napisaliémy do tej pory wynika od razu, ze w punkcie —1 funkcja f ma
lokalne minimum, w punkcie 0 — lokalne maksimum, w punkcie 3 — lokalne minimum.

Zauwazmy jeszcze, ze lim f'(x) = 400, bo
T—Fo0

Fla) - §§/x3’<x+ @ +3)?

3 (x4 2)°(x — 3)

wiec wyrazenie podpierwiastkowe ma licznik stopnia 8, mianownik stopnia 6, po wymnozeniu wspét-

czynniki przy najwyzszych potegach sg réwne 1 > 0. Taka sama argumentacja przekonuje nas, ze
lim f'(x)=o00 i lim f'(x) = —oo. Analogicznie lim f'(z) = —oo i lim f’(z) = oo. Funkcja

r——2- z——2+ z—3- z—3+

f nie ma wiec w punkcie 3 pochodnej (réwniez nieskorniczonej), bo jednostronne pochodne sa, rézne.

W tym punkcie wykres ma ,,ostrze” skierowane ku dotowi. Oczywiscie w punkcie —2 tez nie pochodnej,

ale tam w ogole nie ma sensu o niej wspominaé, bo punkt —2 lezy poza dziedzina, funkcji f.

Druga pochodna zmienia znak w punkcie —3 oraz w punktach z; i x5, bowiem mianownik
zmienia znak w punkcie —3, natomiast licznik, czyli wielomian 10(x* + 223 — 1422 — 54z — 27) =
=10(z — x1)(x — 2)(2® + px + ¢) zmienia znak w punktach z,7s, liczby p,q to jakie$ liczby
rzeczywiste®, przy czym, wg. podanej informacji, wielomian z? + pz + ¢ nie ma pierwiastkéw, zatem
przyjmuje jedynie wartosci dodatnie. Stad wynika, ze druga pochodna jest dodatnia na: pdlprostej
(x2.00), przedziale (—2,x1) iprzedziale (—3,—2). Na pdlprostej (—oo, —3) ina przedziatach (z1,3),
(3,x2) jest ujemna (w punkcie —3 funkcja f pierwszej pochodnej nie ma, zatem nie ma tez w
tym punkcie drugiej pochodnej). Z tego wszystkiego wynika, ze funkcja f jest SciSle wypukla na
pélprostej [z, 00), na przedziatach (—2,z1], [—3,—2), za$ SciSle wklesta na pétprostej (—oo,—3] i
na przedziatach [z1,3], [3,22]. Stad wynika, ze punktami przegiecia funkcji f sa: —3, z1 i z2.

Prosta © = —2 jest obustronna asymptota pionows funkcji f, ale nikt w zadaniu o to nie pyta!
Uwaga. Wiele oséb pisalo, ze funkcja jest wklesta na przedziale (z1,z2). To nieprawdal Nie jest,
chociaz jest wklesta na przedziatach [z1,3], [3,22]. Jest to spowodowane tym, ze w punkcie 3 nie
ma pochodnej! Nieistnienie pochodnej stwarza ryzyko takiego zdarzenia. Funkcja wklesta nie jest,
bo odcinek o koricach (2, f(2)), (4, f(4)) lezy nad zamiast pod wykresem funkcji! Zachodzi np.

nieréwnosé M >0=f(3)=f(31). m
Dodatek dla 0séb z niezaliczonym pierwszym kolokwium
. Poda¢ definicje logarytmu liczby x przy podstawie a. Jakie warunki musza spehiaé liczby a,x, by

mozna bylo zdefiniowaé log, x?  Obliczy¢: logs % ,logy, \/Ll_o ,log, 2 logg /3.
Rozw. Logarytmem dodatniej liczby = przy podstawie a > 0,a # 1 nazywamy taka liczbe y, ze
a¥ =z, czyli al%8«?® =z,
logs £+ =—1,bo 571 =1, loglo\/%—o =—1,bo 1072 = 10%: \/%_0’ log,2=12,bo 4Y/2 = /4 =2
i wreszcie logg V3= %, bo 9Y/2 =9 =3.

1

. Podac¢ definicje sinusa dowolnego kata dodatniego. Rozwigza¢ nieréwnosé¢ |sint| > 5 i zaznaczyc

Mamy (z—z1)(z—z2) (2’ +pr+q)=a+(p—z1—x2)a’+(q—pz1 —pz2) 2’ +(pr102— g1 —q@2)THqT1 2, Wige
muszg by¢ spelnione réwnosci 2=p—z,—x2, —1l4=q—px1—pxe oraz —27=qrix2, zatem p=24xi+4x2,
g=pz1+prz—14.



inf.

odpowiednie fragmenty okregu x2 4+ y2 = 1.

Rozw. Sinusem dodatniego kata a nazywamy druga wspéhrzedng punktu A lezacego na okregu
jednostkowym, ktéry jest koricem ,tuku” dlugosci a zaczynajacego sie w punkcie (1,0). Jesli ,tuk”
ma dlugos¢ wieksza niz 27, czyli dlugosé okregu, to obchodzenie okregu nalezy kontynuowaé, az do

momentu, gdy przebyta droga stanie si¢ réwna «. Poniewaz sin § = % = sin %’T i sinus ro$nie na
przedziale [0, 2], za$ na przedziale [Z,7] — maleje, wiec dla ¢t € [0,7] nieréwnos$é¢ [sint| > 1 jest

réwnowazna nieréwnosci g <t < %’T . Zatem nieréwno$¢ sint > % réwnowazna jest temu, ze istnieje
liczba catkowita k taka, ze § + 2km <t < %” + 2k7 . Z nieparzystosci sinusa wynika, czyli z tego, ze
sin(—a) = —sina dla a € R, wynika od razu, ze nier6wnosé¢ —sint < —% jest réwnowazna istnieniu

liczby calkowitej k takiej, ze —%” +2km <t < —% + 2km. Na rysunku powinny pojawic¢ si¢ dwa
tuki, kazdy z nich powinien by¢ symetryczny wzgledem osi OY , dlugoé¢ kazdego z nich powinna by¢

2T

4 St _ m
rowna =g 6 = 3 -

Informacje przerézne (pozyteczne lub zbedne):
inom — L. in 5T — V2. x . : i )
sin 2 = 3 ; sin 2& = ; 14+ x2<e” dla z € R; sinr <z <tgr, gdy §>z>0;

sin(rz £y) =sinzcosy £sinycosz; cos(z+y) =coszrcosy Fsinwsiny; cos>x+sinx=1.



