
Klasówka poprawkowa, matematyka A, 22 stycznia 2005, rozwia� zania

1. Znaleźć liczby a, b takie, że lim
x→0

ln(1+x)−(ax+bx2)
x2 = 0 , naste� pnie obliczyć granice� lim

x→0

ln(1+x)−(ax+bx2)
x3 .

Rozw. Ponieważ licznik i mianownik da� ża� do 0 , wie� c może sie� udać zastosować regu le� de l’Hospitala.

Trzeba znaleźć granice� ilorazu pochodnych (o ile istnieje), czyli lim
x→0

1
1+x−(a+2bx)

2x
. Ta granica powinna

być równa 0 (lub nie istnieć). Ponieważ lim
x→0

(

1
1+x − (a + 2bx)

)

= 1 − a i lim
x→0

(2x) = 0 , wie� c dla

a > 1 mamy lim
x→0+

1
1+x−(a+2bx)

2x
= −∞ , a dla a < 1 — lim

x→0+

1
1+x−(a+2bx)

2x
= +∞ . Wobec tego musi

zachodzić równość 1 − a = 0 , czyli a = 1 . Trzeba ustalić dla jakiej liczby b zachodzi równość:

lim
x→0

1
1+x−(1+2bx)

2x = 0 (lub dla jakiej liczby b ta granica nie istnieje). Ponieważ licznik i mianow-

nik da� ża� do 0 , wie� c spróbujemy zastosować regu le� de l’Hospitala raz jeszcze. Otrzymujemy wzór

lim
x→0

−1
(1+x)2

− 2b

2
=
−1− 2b

2
. Wobec tego b = − 1

2 w każdym innym przypadku granice jednostronne

istnieja� , sa� nieskończone, wie� c różne od 0 . Pozostaje do obliczenia granica lim
x→0

ln(1+x)−(x− 1
2
x2)

x3
. Stosu-

jemy regu le� de l’Hospitala trzykrotnie: lim
x→0

ln(1+x)−(x− 1
2
x2)

x3
= lim
x→0

(1+x)−1−(1−x)
3x2

= lim
x→0

−(1+x)−2+1
6x

=

lim
x→0

2(1+x)−3

6
= 1

3
— we wszystkich trzech przypadkach licznik i mianownik maja� granice� 0 , twier-

dzenie de l’Hospitala można zastosować, bowiem ostatnia granica, lim
x→0

2(1+x)−3

6
, istnieje i wobec tego

równa jest poprzedniej, czyli lim
x→0

−(1+x)−2+1
6x

. To z kolei pozwala na „cofnie� cie sie� ” o jeszcze jeden

krok, zatem (1+x)−1−(1−x)
3x2 = 1

3 . Podkreślić wypada, że zdarza sie� , że istnieje granica lim
x→p

f(x)
g(x) ,

lim
x→p
f(x) = 0 = lim

x→p
g(x) , ale granica lim

x→p
f ′(x)
g′(x) nie istnieje, por. zad.3.

Podamy jeszcze jedno rozwia� zanie. Mamy ln(1 + x) = x − x22 + x3

3 + x3h(x) , gdzie lim
x→0
h(x) = 0

— wynika to z tw. Peano o reszcie we wzorze Taylora lub ze znanego rozwinie� cia funkcji ln(1 + x)

w szereg pote� gowy: ln(1 + x) = x − x2
2

+ x3

3
− x4

4
+ · · · , ta suma jest nieskończona, czyli jest gra-

nica� cia� gu, którego kolejnymi wyrazami sa� : x , x − x22 , x − x22 + x3

3 , x − x22 + x3

3 − x
4

4 , . . . Mamy

wie� c wyjaśnić kiedy granica 0 = lim
x→0

x− x2
2

+ x
3

3
+x3h(x)−(ax+bx2)

x2
= lim
x→0

(1−a)x−( 1
2

+b)x2+ x
3

3
+x3h(x)

x2
=

=lim
x→0

(1−a)−( 1
2

+b)x+ x
2

3
+x2h(x)

x
. Jeśli 1−a > 0 , to lim

x→0+

(1−a)−( 1
2

+b)x+ x
2

3
+x2h(x)

x
= +∞ , jeśli 1−a < 0 ,

to lim
x→0+

(1−a)−( 1
2

+b)x+ x
2

3
+x2h(x)

x
= −∞ , zatem musi być spe lniona równość 1 − a = 0 , czyli a = 1

(podkreślmy: w innych przypadkach prawostronne granice sa� nieskończone). Pytamy wie� c o to, dla

jakich b ∈ �
zachodzi równość 0 = lim

x→0

−( 1
2

+b)x+ x
2

3
+x2h(x)

x
= lim
x→0

(

− ( 1
2

+ b)+ x
3

+xh(x)
)

= −( 1
2

+ b) .

Odpowiedź to b = − 1
2

. Pozostaje stwierdzić, że lim
x→0

x− x2
2

+ x
3

3
+x3h(x)−(x− 1

2
x2)

x3
= lim
x→0

(

1
3

+ h(x)
)

= 1
3

.

Ta metoda jest lepsza. Wyraźnie uwidacznia jak należy przybliżyć funkcje� , by uprościć problem,



zreszta� samo sformu lowanie zadania sugeruje użycie trzeciego wielomianu Taylora funkcji ln(1 + x)

w punkcie 0. Stosuja� c regu le� de l’Hospitala niejako utajniamy rodzaj stosowanego przybliżenia,

choć oczywíscie merytorycznie jest to to samo (w dowodzie wzoru Taylora stosowalísmy regu le� de

l’Hospitala).

2. Niech f(t) = c cos
(

ωt
√

7
)

+ d sin
(

ωt
√

7
)

− cos t dla t ∈ �
. Obliczyć f ′(t) i f ′′(t) .

Znaleźć wszystkie trójki liczb ω, c, d ∈ �
takie, że dla każdej liczby rzeczywistej t zachodzi równość

f ′′(t) + 7f(t) + 6 cos t = 0 .

Rozw. Zachodza� równości f ′(t) = −cω
√

7 sin
(

ωt
√

7
)

+ dω
√

7 cos
(

ωt
√

7
)

+ sin t i wobec tego

f ′′(t) = −7cω2 cos
(

ωt
√

7
)

− 7dω2 sin
(

ωt
√

7
)

+ cos t , zatem należy znaleźć wszystkie takie trójki liczb

ω, c, d ∈ �
, dla których równość 0 = f ′′(t) + 7f(t) + 6 cos t = −7cω2 cos

(

ωt
√

7
)

− 7dω2 sin
(

ωt
√

7
)

+

+ cos t + 7c cos
(

ωt
√

7
)

+ 7d sin
(

ωt
√

7
)

− 7 cos t + 6 cos t = 7(1 − ω2)
[

c cos
(

ωt
√

7
)

+ d sin
(

ωt
√

7
)]

zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych t . Możliwości sa� naste� puja� ce ω2 = 1 lub ω2 6= 1 .

W pierwszym przypadku, czyli ω = ±1 , równość f ′′(t) + 7f(t) + 6 cos t = 0 zachodzi dla wszystkich

liczb t ∈ �
niezależnie od wyboru c, d . W drugim przypadku równość c cos

(

ωt
√

7
)

+d sin
(

ωt
√

7
)

= 0

musi mieć miejsce dla wszystkich t ∈ �
. Przyjmuja� c t = 0 otrzymujemy c = 0 . Wynika sta� d, że

musi być spe lniona równość d sin
(

ωt
√

7
)

= 0 . Oznacza to, że albo d = 0 , albo ω = 0 . Mamy wie� c

trzy rodzaje trójek ±1, c, d , ω, 0, 0 oraz 0, 0, d .

3. Znaleźć granice lim
x→+∞

cos x
x

, lim
x→+∞

lnx
x

oraz lim
x→+∞

(

3
√
x+ ln x− 3

√
x+ cosx

)

.

To zadanie jest dos lownym powtórzeniem zadania z 11 stycznia i jego rozwia� zania nie powtarzam.

4. Znaleźć najmniejsza� wartość funkcji x2 + 27x2

(x−1)2 na pó lprostej otwartej (1,+∞) lub wykazać, że ta

funkcja na pó lprostej (1,∞) najmniejszej wartości nie ma.

Rozw. Niech f(x) = x2 + 27x2

(x−1)2
. Mamy f ′(x) = 2x+ 27 2x·(x−1)2−x2·2(x−1)

(x−1)4
skracamy

========
przez x−1

= 2x + 27 2x(x−1)−2x2

(x−1)3

wy la� czamy
========

2x
2x
(

1 + 27x−1−x
(x−1)3

)

= 2x
(

1 + −27
(x−1)3

)

= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

1 = 27
(x−1)3 , czyli gdy 1 = 3

x−1 , tzn. gdy x = 4 — oczywíscie rozpatrujemy wy la� cznie x > 0 , bowiem

funkcja z za lożenia jest określona jedynie na (0,∞) . f(4) = 42 + 27·42
(4−1)2

= 64 . Jasne jest, że jeśli

x > 10 , to f(x) > 102 = 100 > 64 oraz że jeśli x < 1,1 , to f(x) > 27
(1,1−1)2 > 2700 > 64 . Wobec

tego poza przedzia lem [1 1
10
, 10] funkcja f przyjmuje wartości wie� ksze niż f(4) = 64 . Funkcja f jest

cia� g la na przedziale [1 1
10
, 10] , wie� c przyjmuje w pewnym punkcie tego przedzia lu swa� najmniejsza� na

TYM przedziale wartość — wynika to z twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kresów. Wartości

przyjmowane poza tym przedzia lem sa� wie� ksze niż f(4) = 64 . Wynika sta� d, że najmniejsza� wartościa�

funkcji f na pó lprostej (1,∞) jest f(4) = 64 .

Uwaga: Można nie używać twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kresów przez funkcje� cia� g la� na

przedziale domknie� tym. Zamiast tego można bez trudu stwierdzić, że jeśli 1 < x < 4 , to f ′(x) > 0

i wobec tego na przedziale (1, 4] funkcja f maleje, analogicznie jeśli 4 < x , to f ′(x) > 0 , wie� c na

pó lprostej [4,∞) funkcja f rośnie, zatem f(4) = 64 jest jej najmniejsza� wartościa� .

Skrócona instrukcja obs lugi wyrażeń algebraicznych: zanim Panie Studentki lub Panowie Studenci

rozpoczna� wymnażanie, powinni sprawdzić, czy przypadkiem coś sie� nie skraca ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !



5. Znaleźć ca lke� nieoznaczona�
∫

x3e−x
2

dx , a naste� pnie ca lke� oznaczona� niew laściwa�
∫ +∞

0
x3e−x

2

dx .

Rozw.
∫

x3e−x
2

dx =
∫

(

x2 · xe−x2
)

y=−x2
=========
dy=−2xdx

= − 1
2

∫

yey dy
przez

=====
cze� ści

1
2

[

yey −
∫

1 · ey dy
]

=

= 1
2

[

yey − ey
]

+ C = − 1
2
x2e−x

2 − 1
2
e−x

2

+ C .

Naste� pnie
∫∞

0
x3e−x

2

dx = lim
c→∞

∫ c

0
x3e−x

2

dx = lim
c→∞

(

− 1
2c

2e−c
2− 1

2e
−c2 + 1

202e−02 + 1
2e
−02
)

= 1
2 , bo

lim
c→∞
e−c

2

= lim
c→∞

1
ec2

= 0 i lim
c→∞
c2e−c

2

= lim
c→∞

c2

ec2
= 0 , ten drugi wynik by l na wyk ladzie (wielokrotnie),

można go też  latwo uzyskać stosuja� c regu le� de l’Hospitala.

6. Niech f(x) = (x+ 3) 3
√

(x2−9)2

(x+2)2
dla wszystkich x 6= −2 . Zachodza� równości

f ′(x) = 5
3
x(x+ 1) 3

√

(x+3)2

(x+2)5(x−3)
, f ′′(x) = 10(x4+2x3−14x2−54x−27)

9 3
√

(x+2)8(x−3)4(x+3)

dla tych wszystkich liczb x ∈ �
, dla których prawe strony wzorów maja� sens.

Wielomian x4 + 2x3 − 14x2 − 54x− 27 ma dwa pierwiastki rzeczywiste x1 ≈ −0, 6 i x2 ≈ 4, 37 , oba

sa� jednokrotne. Funkcja nie ma asymptot poziomych, ani ukośnych.

a. Znaleźć przedzia ly, na których funkcja f jest rosna� ca;

przedzia ly, na których funkcja f jest maleja� ca;

przedzia ly, na których ta funkcja jest wypuk la;

przedzia ly, na których jest wkle� s la.

b. Znaleźć punkty, w których funkcja f nie ma pochodnej.

c. W jakich punktach funkcja f ma lokalne ekstrema?

d. Znaleźć punkty przegie� cia wykresu funkcji f .

e. Znaleźć granice jednostronne funkcji f w końcach wszystkich przedzia lów sk ladaja� cych sie� na jej

dziedzine� .

f. Znaleźć granice jednostronne funkcji f ′ (pochodnej funkcji f ) w końcach wszystkich przedzia lów

sk ladaja� cych sie� na jej dziedzine� .

Naszkicować wykres funkcji f uwzgle�dniaja� c otrzymane rezultaty.

Informacja: znów kilka osób poszukiwa lo asymptot poziomych i ukośnych.

Pytanie: jak można sk lonić studentów do przeczytania zadania przed rozpocze� ciem rozwia� zywania?!

Funkcja przyjmuje wartość 0 w punktach ±3 . Jest nieokreślona w punkcie −2 . Jeżeli

−2 6= x > −3 , to f(x) ≥ 0 . Mamy wie� c lim
x→−2

f(x) =∞ , bowiem lim
x→−2

(x+3) = 1 , lim
x→−2

(x2−9)2 = 25

i lim
x→−2

(x + 2)2 = 0 (mamy wie� c do czynienia z wyrażeniem typu 1 · 3
√

25
0+ , symbol 0+ oznacza, że

granica mianownika wyrażenia podpierwiastkowego jest = 0 , przy czym w pobliżu −2 mianownik jest

> 0 ). Mamy też lim
x→∞
f(x) =∞ , bo lim

x→∞
(x+ 3) =∞ i lim

x→∞
(x2−9)2

(x+2)2 = lim
x→∞
x2

(1− 9

x2
)2

(1+ 2
x )2

=∞2 · 1 =∞ .

Mamy lim
x→∞

(x+ 3) = −∞ i lim
x→−∞

(x2−9)2

(x+2)2
= lim
x→−∞

x2
(1− 9

x2
)2

(1+ 2x )2
=∞2 · 1 =∞ , wie� c lim

x→−∞
f(x) = −∞ .

Funkcja x zmienia znak w punkcie 0 , tzn. dla x < 0 jest ujemna, dla x > 0 jest dodatnia.

Funkcja x+ 1 zmienia znak w punkcie −1 , tzn. dla x < −1 jest ujemna, a dla x > −1 — dodatnia.

Funkcja (x + 3)2 nie zmienia znaku w punkcie −3 , chociaż przyjmuje w tym punkcie wartość 0 ,

bowiem na ca lej prostej z wyja� tkiem punktu −3 jest dodatnia! Funkcja (x + 2)5 zmienia znak w

punkcie −2 , bo jest ujemna na pó lprostej (−∞,−2) i dodatnia na pó lprostej (−2,∞) , przypominamy

z > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z5 > 0 . Funkcja x − 3 zmienia znak w punkcie 3 . Również z > 0

wtedy i tylko wtedy, gdy
3
√
z5 > 0 . Wobec tego pochodna f ′ zmienia znak w punktach w punktach



−2,−1, 0, 3 . Jasne jest, że dla x > 3 wszystkie czynniki wyste� puja� ce w f ′ sa� dodatnie, zatem wtedy

f ′(x) > 0 . Sta� d natychmiast wynika, że pochodna f ′ jest dodatnia na: pó lprostej (3,∞) , przedziale

(−1, 0) i pó lprostej (−∞,−2) . Pochodna f ′ jest ujemna na przedziale (0, 3) oraz na przedziale

(−2, 0) . Wynika sta� d, że funkcja f jest ścísle rosna� ca na: pó lprostej [3,∞) , na przedziale [−1, 0]

i na pó lprostej (−∞,−2) . Na przedziale (−2,−1] funkcja f jest ścísle maleja� ca, to samo dotyczy

przedzia lu [0, 3] . Z tego, co napisalísmy do tej pory wynika od razu, że w punkcie −1 funkcja f ma

lokalne minimum, w punkcie 0 — lokalne maksimum, w punkcie 3 — lokalne minimum.

Zauważmy jeszcze, że lim
x→±∞

f ′(x) = +∞ , bo

f ′(x) =
5

3
3

√

x3(x+ 1)3(x+ 3)2

(x+ 2)5(x− 3)
,

wie� c wyrażenie podpierwiastkowe ma licznik stopnia 8 , mianownik stopnia 6 , po wymnożeniu wspó l-

czynniki przy najwyższych pote� gach sa� równe 1 > 0 . Taka sama argumentacja przekonuje nas, że

lim
x→−2−

f ′(x) =∞ i lim
x→−2+

f ′(x) = −∞ . Analogicznie lim
x→3−
f ′(x) = −∞ i lim

x→3+
f ′(x) = ∞ . Funkcja

f nie ma wie� c w punkcie 3 pochodnej (również nieskończonej), bo jednostronne pochodne sa� różne.

W tym punkcie wykres ma „ostrze” skierowane ku do lowi. Oczywíscie w punkcie −2 też nie pochodnej,

ale tam w ogóle nie ma sensu o niej wspominać, bo punkt −2 leży poza dziedzina� funkcji f .

Druga pochodna zmienia znak w punkcie −3 oraz w punktach x1 i x2 , bowiem mianownik

zmienia znak w punkcie −3 , natomiast licznik, czyli wielomian 10(x4 + 2x3 − 14x2 − 54x − 27) =

=10(x − x1)(x − x2)(x2 + px + q) zmienia znak w punktach x1, x2 , liczby p, q to jakieś liczby

rzeczywiste*, przy czym, wg. podanej informacji, wielomian x2 + px+ q nie ma pierwiastków, zatem

przyjmuje jedynie wartości dodatnie. Sta� d wynika, że druga pochodna jest dodatnia na: pó lprostej

(x2.∞) , przedziale (−2, x1) i przedziale (−3,−2) . Na pó lprostej (−∞,−3) i na przedzia lach (x1, 3) ,

(3, x2) jest ujemna (w punkcie −3 funkcja f pierwszej pochodnej nie ma, zatem nie ma też w

tym punkcie drugiej pochodnej). Z tego wszystkiego wynika, że funkcja f jest ścísle wypuk la na

pó lprostej [x2,∞) , na przedzia lach (−2, x1] , [−3,−2) , zaś ścísle wkle� s la na pó lprostej (−∞,−3] i

na przedzia lach [x1, 3] , [3, x2] . Sta� d wynika, że punktami przegie� cia funkcji f sa� : −3 , x1 i x2 .

Prosta x = −2 jest obustronna� asymptota� pionowa� funkcji f , ale nikt w zadaniu o to nie pyta!

Uwaga. Wiele osób pisa lo, że funkcja jest wkle� s la na przedziale (x1, x2) . To nieprawda! Nie jest,

chociaż jest wkle� s la na przedzia lach [x1, 3] , [3, x2] . Jest to spowodowane tym, że w punkcie 3 nie

ma pochodnej! Nieistnienie pochodnej stwarza ryzyko takiego zdarzenia. Funkcja wkle� s la nie jest,

bo odcinek o końcach (2, f(2)) , (4, f(4)) leży nad zamiast pod wykresem funkcji! Zachodzi np.

nierówność f(2)+f(4)
2 > 0 = f(3) = f( 2+4

2 ) .

Dodatek dla osób z niezaliczonym pierwszym kolokwium

7. Podać definicje� logarytmu liczby x przy podstawie a . Jakie warunki musza� spe lniać liczby a, x , by

można by lo zdefiniować loga x ? Obliczyć: log5
1
5

, log10
1√
10

, log4 2 log9

√
3 .

Rozw. Logarytmem dodatniej liczby x przy podstawie a > 0, a 6= 1 nazywamy taka� liczbe� y , że

ay = x , czyli aloga x = x .

log5
1
5 = −1 , bo 5−1 = 1

5 , log10
1√
10

= − 1
2 , bo 10−1/2 = 1

101/2
= 1√

10
, log4 2 = 1

2 , bo 41/2 =
√

4 = 2

i wreszcie log9

√
3 = 1

2
, bo 91/2 =

√
9 = 3 .

8. Podać definicje� sinusa dowolnego ka� ta dodatniego. Rozwia� zać nierówność | sin t| ≥ 1
2

i zaznaczyć

* Mamy (x−x1)(x−x2)(x2+px+q)=x4+(p−x1−x2)x3+(q−px1−px2)x2+(px1x2−qx1−qx2)x+qx1x2 , wie� c

musza� być spe lnione równości 2=p−x1−x2 , −14=q−px1−px2 oraz −27=qx1x2 , zatem p=2+x1+x2 ,

q=px1+px2−14.



odpowiednie fragmenty okre� gu x2 + y2 = 1 .

Rozw. Sinusem dodatniego ka� ta α nazywamy druga� wspó lrze� dna� punktu A leża� cego na okre� gu

jednostkowym, który jest końcem „ luku” d lugości α zaczynaja� cego sie� w punkcie (1, 0) . Jeśli „ luk”

ma d lugość wie� ksza� niż 2π , czyli d lugość okre� gu, to obchodzenie okre� gu należy kontynuować, aż do

momentu, gdy przebyta droga stanie sie� równa α . Ponieważ sin π
6

= 1
2

= sin 5π
6

i sinus rośnie na

przedziale [0, π2 ] , zaś na przedziale [π2 , π] — maleje, wie� c dla t ∈ [0, π] nierówność | sin t| ≥ 1
2 jest

równoważna nierówności π6 ≤ t ≤ 5π
6 . Zatem nierówność sin t ≥ 1

2 równoważna jest temu, że istnieje

liczba ca lkowita k taka, że π
6

+ 2kπ ≤ t ≤ 5π
6

+ 2kπ . Z nieparzystości sinusa wynika, czyli z tego, że

sin(−α) = − sinα dla α ∈ �
, wynika od razu, że nierówność − sin t ≤ − 1

2 jest równoważna istnieniu

liczby ca lkowitej k takiej, że − 5π
6 + 2kπ ≤ t ≤ −π6 + 2kπ . Na rysunku powinny pojawić sie� dwa

 luki, każdy z nich powinien być symetryczny wzgle� dem osi OY , d lugość każdego z nich powinna być

równa 5π
6
− π

6
= 2π

3
.

inf. Informacje przeróżne (pożyteczne lub zbe� dne):

sin 5π
6 = 1

2 ; sin 5π
4 = −

√
2

2 ; 1 + x ≤ ex dla x ∈ �
; sinx < x < tg x , gdy π

2 > x > 0 ;

sin(x± y) = sin x cos y ± sin y cosx ; cos(x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y ; cos2 x+ sin2 x = 1 .


