Klas6owka trzecia, matematyka A, 11 stycznia 2005, rozwiazania

Gdyby ktos mial pytania, bede w pigtek od mniej wiecej 12:30 w swym pokoju, tel 55 44515 do okolo 17:00,

tekst zostal napisany dosy¢ szybko, wiec moga, by¢ jakies literowki.

Klasé6wka poprawkowa na wydziale chemii, sobota 14:15
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1. Znalezé liczby a,b takie, ze lim —MEW
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= 0, nastepnie obliczy¢ granice lim0
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Mamy lim (v1+z— (1+ax+bz?)) = 0 = limz?. Mozemy wiec sprébowaé skorzystaé z reguly de ’Hospitala.
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. Mamy ii_)m)O(ﬁ—a—%x) =1—a.Jesli § —a>0,

Tloraz pochodnych réwny jest
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to lim 2YEE = +o00, zatem lim Vite-(taetber) _ 4 # 0. Wykazalidémy, Ze nie moze zacho-

z—0+ 2x z—0+ z
dzi¢ nieréwnosé % —a > 0. Analogicznie wykluczamy nieréwnosé % —a = 0. Musi wiec by¢ % —a=0.W
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tej sytuacji ilino—%/m a — 2bx = 0. Zastosujemy regule de I’Hospitala do ilorazu oy . Mamy
e~ 21

hmof =3 b. Wobec tego musi by¢ b = f%. Ostatnia rzecz, ktéra pozostala do zrobienia,
r—

ATz o b’ . . .
W . Po dwukrotnym zastosowaniu reguty de ’'Hospitala otrzymujemy

to znalezienie granicy lirn0
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Liczniki i mianownik daza do 0, wiec mozemy sprobowaé zastosowaé regule de 'Hospitala raz jeszcze. Otrzy-

(powtarzamy poprzednie rachunkiz a = 3 i b= —1 ze zmienionym mianownikiem!).
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mujemy }1_>mo wiec }LII]O - = 15 - Koniec tego rozwiazania.

To byla metoda najbardziej studentom narzucajaca sie. Teraz rozwiazemy to krécej. Zastosujemy wzor Tay-

. . . . 1 .2 3.3 3
lora z reszta Peano (mozna tez dwumian Newtona): 1+z =1+ (2)z 4 (3)2? + (3)2® 4+ 2°r(z) przy czym

wiadomo, ze ilir%)r(a:) = 0. Mamy (%) =z, (é) = %(;%) = —1i (é) = W = i . Wobec tego
lim VI+z—(1+ax+ bx?) — lim (3 —a)z— (3 +b)a? + a3 + 2r(z) _
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5 — b. Poniewaz ma by¢ réwna 0,

By ta granica byla skonczona musi byé¢ a = % Wtedy jest ona réwna —
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rozwiazanie zostalo zakonczone.

Pokazemy jeszcze jedna metode, dostepna dla uczniéw szkét srednich. Mamy

lim VITz—(1taztbz?) _ 1 14— (1+aztbz?)? — lim 14+z— [1+2am+(a2+2b)x2+2abx3+b2x4]
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1o (1=2a)z—(a®+2b)x% —2abx® b2zt . (1—2a)—(a®42b)z—2abx> b3z . . . . s
= }LIIIO w2 (Vi ot (I tantba2)) = }Ln10 e (VIT ot (L tant b)) . Mianownik dazy do 0, wiec by istniala

skoriczona granica, licznik tez musi mieé¢ granice 0. To oznacza, ze musi zachodzi¢ réwno$é¢ a = % Wtedy
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To konczy TRZECIE rozwiazanie tego zadania. B

. Niech f(t) = e* cos (wt\/g) dla t € R. Obliczy¢ f/'(t) i f"(t). ZnaleZé liczby a,w € R takie, ze dla kazdej
liczby rzeczywistej t zachodzi réwnosé f”(t) +2f'(t) + 6f(t) =

Mamy f’(t) = ae cos (wt\/_) — wv/5e™ sin (wt\/_) zatem

f(t) = a®e? cos (wt\/_) — 2awv/5e™ sin (wt\/_) 5w2e cos (wt\/g) )

Otrzymujemy wiec 0 = f"(t) +2f'(t) + 6f(t) = e° [(a +2a+ 6 — 5w?) cos (wtv/5) — 2(a + 1wv/5sin (wtV/5)] .
Przyjmujac ¢t = 0 otrzymujemy 0 = a? + 2a 4+ 6 — 5w?. Przyjmujac w = 0 otrzymujemy 0 = a? + 2a + 6 =
(a+1)%2 +5, co jest niemozliwe, zatem w # 0. Przyjmijmy teraz t = o5 ceyli wtV5 = Z. Otrzymujemy

0=—2(a+1)wV5, zatem a = —1 i wobec tego 0 = (—1)2 +2(—1) +5 — 5w?, czyli w? =1, wiec w==+1. W

. Znalez¢ granice hm cosz - lim 112 oraz  lim (\%c +Inz — Jxr+ cosx) .
z—+oc0 T z—+oo ¥ T ——+00
Mamy0<‘“’”|< —»0 zatem lim <=L =(.
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Uwaga. Reguta de 'Hospitala nie dziata niestety, bo nie istnieje granica lirf = Si“’” , & jej istnienie jest jednym
T— 100

z zatozen twierdzenia de I’'Hospitala.
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Druga granice obliczamy za pomoca reguly de 'Hospitala. Mozna ja stosowaé¢, bo lim x = oo i lim

Tr—00 Tr— 00

Stad wnioskujemy, ze lim 1BZ =(.
r—+oo T

Znajdziemy trzecia granice. Mamy /& + Inz— /2 + cosz = \3/5[\3/ 1+ II‘T:” -3/1+ %} . Wyrazenie w nawiasie

kwadratowym ma granice 0, ale lim /z = co. Jestedmy wiec w niemilej sytuacji: 0 - co. Nalezy przyblizyé

r—00

wielkodci {/1+ 2L oraz {/T+ L. Mamy (\3/5)1 = ﬁ Wobec tego ¢/I+y = V1 + ﬁy +yoly) =
=1+ 2y +yoly), gdzie ;lgbg(y) = 0. Mamy wiec \3/5{\3/1 + me -1+ %} =
= V[ e(ye) 1 - gt - ra(pe) = [ - s () - te(p)]

Z nieréwnosci 0 < |€/§%| < =~ wynika, ze lim {z%% = (. Stosujac regule de ’'Hospitala otrzymujemy
\/5872 r——+00 3z
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lim Inz — iy w—“’ = lim - = — lim —
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= 0. Obliczenia zostaly zakoriczone.

Mozna rozwigzaé to zadanie nieco inaczej.
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Podobnie jak w poprzednim rozwiazaniu wykazujemy, ze lim S5 = 0 oraz hm Sn = 0 i otrzymujemy
x——+00 \/ﬂﬂ_ xr——+00

lim (Vz+Inz— ¢z +cosz)=0.m

Tr——+00

. Znalezé najmniejsza wartoéé funkcji /1 + x2 + \/4 + (6 +x)2.
Niech f(z) = V1+22 + /4+ (6+2)2. Mamy f(z) > 100 dla |z| > 100, bo v1+22 > |z|. Obliczamy




64+

= z __ _ 6+x
Vita? | f4+(6+x)2

pochodng, f/(z) \/1112 T ar(6ta)?

. Réwnos¢ f'(z) =0 jest réwnowazna réwnosci

2
tej réwnosci wynika, ze (ﬁf = ( — ﬁ) , a z niej wynika, ze 2?2 (4 + (6 + 2)?) = (6 + 2)*(1 + 2?),

czyli 422 = (6 + )?. Wobec tego albo 22 = 6 + x czyli * = 6, albo —22 = 6 + x czyli * = —2. Bez
trudu sprawdzamy, ze f'(—6) < 0 i f'(—2) = 0. Wobec tego jedynym pierwiastkiem pochodnej jest liczba
—2. Funkcja f jest ciagta, wiec na przedziale domknietym [—100,100] przyjmuje warto$¢ najmniejsza. Moze
przyjmowaé¢ w koncu przedzialu, w punkcie zerowania sie pochodnej lub w punkcie, w ktérym pochodnej nie
ma. Badana funkcja ma pochodng wszedzie i f(0) < 100 < f(100) oraz f(0) < 100 < f(—100). Wobec tego
najmniejsza wartos$¢ nie jest przyjmowana w koncu przedzialu. Wewnatrz jest tylko jeden kandydat: =z = —2.
Wobec tego f(—2) jest najmniejsza wartoscig funkeji f na przedziale [—100, 100], wiec réwniez na calej prostej,
bo poza tym przedzialem wartosci sa wieksze niz 100. Wynika stad, ze najmniejsza wartodcia funkcji f jest
liczba f(—2) = V5 + /20 = 3v/5. Koniec tego rozwiazania.

Liczba 1+ 22 to odleglo$¢ punktéw (0,1) i (x,0). Liczba /4 + (6 + )2 to odleglogé punktéw (—6,—2)
i (z,0). Z nieréwnosci tréjkata wynika, ze najmniejsza wartoéé funkcja 1+ 22 + /4 + (6 + )2 przyjmuje,

gdy punkty (0,1), (—=6,—2) i (x,0) leza na jednej prostej. Ta wartos¢ réwna jest odleglosci punktéw (0,1) i
(=6, —2), czyli liczbie /(=6 — 0)2 + (=2 — 1)2 = /45 = 3V/5.

Oczywiscie znacznie trudniej jest wymysleé¢ to drugie rozwiazanie, chociaz jest ono o wiele prostsze. B

us . .
. Zmalez¢ calke nieoznaczona, f sinz cos x In(sin ) dx , a nastepnie catke oznaczong f A sinzcoszIn(sinx)dx .
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Mamy [ sinx cos z In(sin z) dx
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Stad f%“ sinz coszIn(sinz)de = 5L In(sin ) — 2L — (SmQ < In(sin §) — 252 Smﬂ:ﬁ;
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. Niech f(z) = y/——— dla = # 0. Wiadomo, ze wtedy f'(z) = PRy Eweyes oraz f"(x) PN e dla

tych wszystkich liczb = € R, dla ktérych prawe strony wzoréw maja sens. Jedynymi pierwiastkami drugiej
pochodnej sg liczby 1 = 2 — 2v/3 &~ —1,46 oraz xs = 2 + 2v/3 &~ 5,46 . Znalezé przedzialy, na ktérych funkcja
f jest rosnaca; przedzialy, na ktérych funkcja f jest malejaca; przedzialy, na ktérych ta funkcja jest wypukta;
przedzialy, na ktorych jest wklesta. Znalez¢é punkty, w ktérych funkcja f nie ma pochodnej. W jakich punktach
funkcja f ma lokalne ekstrema? Znalezé punkty przegiecia wykresu funkcji f. Znalezé granice jednostronne
funkcji f w koncach wszystkich przedziatow skladajacych sie na jej dziedzine oraz granice jednostronne funkcji
f" (pochodnej funkcji f) w konicach wszystkich przedzialéw skladajacych sie na jej dziedzine.

Naszkicowaé wykres funkcji f uwzgledniajac otrzymane rezultaty.

Wykresu nie narysuje, ale zrobie wszystko inne. Mamy lim @ = lim (r+4+2)=00+4+40=o00,

z—00 z—00
zatem lim § % = co0. Analogicznie lim +§ % = —00.

z—00 T —00
Podobnie 1{1&@ = xlgg()(x + 4+ %) = 0+4+ 00 = oo, zatem xlirg1+ Y % = oo i analogicznie
xli%l, \/ @ = —00. ZnalezliSmy granice funkcji f.
Dla x # 0,—2 mamy f'(z) = —~=2— > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (z — 2)(x + 2) > 0. Wobec tego dla



x # 0,—2 mamy f'(z) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy =z < —2 lub 2 < . Wobec tego funkcja f jest Scisle
rosnaca na kazdym z przedzialéw (—oo, —2], [2,00). Na kazdym z przedzialéw [—2,0), (0,2] funkcja f jest
$cidle malejaca. (Nie jest malejaca w zbiorze [—2,0)U (0,2], bo f(—1) = —1 < /3 = f(1), chociaz —1 < 1).

. / T r—2 _ _ . . . _ . . i .
Mamy xli%l+ fl(x) = ilgb P 00, bo licznik dazy do —2 < 0, a dla z > —2 mianownik jest dodatni

i ma granice 0. Mamy teraz ziirinﬁf’(ac) = zilrﬁnﬁse/(’i;fw = —o00, bo licznik dazy do —4 < 0 a mianow-
nik dazy do 0 jest dodatni dla x > —2. Analogicznie zlhjlz—f/(x) = Iggiﬁ = +00. Wobec tego

fi(=2) = =00 i f1(=2) = 400 (jesli w jakim$ punkcie dziedziny funkcji ciaglej pochodna ma granice, to ta
granica jest pochodna w tym punkcie). Wykazalidmy, ze jednostronne pochodne funkcji f w punkcie —2 sa,
rézne, zatem funkcja w tym punkcie pochodnej nie ma. Poniewaz te pochodne sa nieskoriczone, wiec wykres ma

w tym punkcie ,ostrze” (skierowane ku gérze, bo f’ (—2) = +o0).

3
Nalezy jeszcze znalezé granice lirﬂle f'(z). Sa one réwne 0, bo lirﬂrzl % = (0 — stopien licznika 3 jest
r—E£00 LT— L0

mniejszy niz stopien mianownika 5.
Druga pochodna jest dodatnia na pdlprostej (—oo,—2), na przedziale (—2,x1) i na przedziale (0,x2). Wobec
tego funkcja f jest SciSle wypukla na przedzialach (—oo, —2], [—2,21] i (0,22], nie jest wypukta na pélproste;

(=00, 21) = (—00, —2]U[—2, 21) , bo na odcinku faczacym punkty (—2.5, f(—2.5)) i (—1.5, f(—1.5)) znajduje si¢

punkt lezacy pod wykresem funkcji, np. punkt (72, %) ,bo f(—2.5), f(—1.5) < 0. Na przedziatach

(1,0) i (22,00) druga pochodna jest ujemna, wiec na przedziatach [z1,0) i [z2,00) funkcja jest $cisle wklesta.



