Klas6wka 2, matematyka A, 7 grudnia 2004, rozwiazania

. Znalez¢ granice ii_}mo(sin(%) -tg x) , jesli ta granica istnieje lub wykazaé, ze nie istnieje.

Rozw. |sina| <1 dla kazdej liczby a € R, zatem 0 < |sin(2) - tg x| < |tg | —0>0, wiec
xr—

lim (sin(1)-tgz) =0. m
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. Znalez¢ granice lim , jesli ta granica istnieje lub wykazaé, ze nie istnieje.
r—1

Rozw. Poniewaz licznik i mianownik to funkcje ciagle i cos 5 = 0 =1In1, wigc mozna sprébowac zastosowac

regule markiza de ’'Hospitala (mamy do czynienia z nieoznaczonoscia, typu (0_) ). Stad wynika, ze
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. Dla jakich liczb a € R funkcja zdefiniowana réwnosciami f(z) = COS(I)% i f(0) = a jest ciagla w

punkcie 0, dla jakich a jest ciagla w punkcie 1.
Rozw. Licznik i mianownik sa funkcjami rézniczkowalymi, ktére w punkcie 0 przyjmuja warto$é¢ 0. Stosujemy

regule markiza de I’Hospitala w celu znalezienia granicy limO f(z). Funkcja cos(2z) przyjmuje w punkcie 0
xr—

swa, najwieksza warto$¢, zatem jej pochodna w punkcie 0 réwna jest 0. Funkcja +/1+ 222 przyjmuje w
punkcie 0 swa najmniejsza warto$¢, zatem jej pochodna w punkcie 0 réwna jest 0. Wobec tego pochodna
licznika w punkcie 0 réwna jest 0. Pochodna mianownika w kazdym punkcie réwna jest 1. Wida¢ wiec, ze

limO flz) = % = 0. Wobec tego funkcja f jest ciaglta w punkcie 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0. W punkcie
Tr—
1 jest ciagla niezaleznie od wyboru a, bo licznik i mianownik sa ciaglte w punkcie 1 i mianownik jest 0. B

. Zmalez¢ pochodng, funkeji f, jesli f(z) =

Lot c;)i(ig) (14 22)ne tg (cos(3z%)).
/ .
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(tg (cos(32?))) = m - (—sin(3z?%)) - (6z). m

. Wykazaé, ze jesli 0 < a< <, to Ctgg‘%gﬁ >1.

Rozw. Zalézmy najpierw, ze 0 < a < 8 < 7. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika, ze istnieje

liczba ¢ € (a, 8) taka, ze % = (ctg)'(c) =
s s

dziala, gdy 5§ < a < 8 < w. Problem polega na tym, ze moze si¢ zdarzy¢, ze 0 < a < § < f < 7 i

czyli

ctggfctgﬁ = 21— > 1. Ten sam argument
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wtedy mogloby si¢ zdarzy¢, ze ¢ = § i otrzymaliby$Smy nier6wnoé¢, ale nieostra, bo sin

A S—
5 = 1. Na mocy
a—ctg Z

. . . , ctg T
tego CO, Juz zostalo Wykazane, mozemy napisac =
2

> 1, czyli ctga —ctg 5 > 5 — a. Analogicznie

ctg 5 —ctgB > B — 5. Dodajemy te dwie nieréwnoéci stronami i otrzymujemy ctga —ctg8 > 8 — «a, czyli

ctga—ctg
B—ao
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> 1, a to wlasnie chcieliémy wykazaé¢. ®

. Napisaé réwnanie prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (p, f(p)), jesli

fla)=a*=32>, p=(1,-2),f(x) =tg =, p= (-3, —V3).

Rozw. W pierwszym przypadku mamy f’(z) = 423 — 922, zatem f/(1) =4-13-9.1% = —5. Styczna do
wykresu funkcji f w punkcie (1,—2) to prosta, ktérej wspdlezynnik kierunkowy réwny jest f/(1) = —5 ina
ktérej lezy punkt (1,—2). Jej réwnanie to y = —5-(z—1)—2 = —5z+3. W drugim przypadku f'(z) = —5—,

wiec f’(fg) — @ = ﬁ = 4. Réwnanie ma wiec postaé y:4(:cf(f§)) f\/§:4x+4§f\/§. ]



6. Niech f(t) = e *[acos (tv/3) + bsin (tv/3)] + mcos(wt) + Wﬁ%sin(wt) dla t € R. Znalezé

() —2f'(t) + 4f( ) — cos(wt).
Rozw. Mamy (e‘t cos(t\/g))l = —e~tcos(ty/3) — v/3e tsin(ty/3) oraz

(e‘t sin(t\/g))l = —e~tsin(tv/3) + v3e t cos(tv/3) . Z tych réwnosci otrzymujemy

(e‘t cos(t\/g))” = e ! cos(tv/3) + V3e tsin(tv/3) 4+ v3e tsin(ty/3) — (V3)%et cos(tV/3) =

= et cos(ty/3) + 2v/3e ! sin(tv/3) — 3t cos(ty/3) = —2e 7t cos(tV/3) 4+ 2v/3et sin(ty/3) . Obliczamy dalej
(et sin(t\/g))” = e tsin(tv/3) — V3e t cos(tv/3) — v3et cos(tV/3) — (vV/3)%etsin(tV/3) =

= e tsin(tv/3) — 2v/3e "t cos(tv/3) — 3etsin(tv/3) = —2e "t sin(ty/3) — 2v/3e 7t cos(tV/3) .

Zdefiniujmy teraz g(t) = ae~* cos(tv/3) + besin(ty/3). Mamy g”(t) — 24’ (t) + 4g(t) =

= a[ — 2e~t cos(tV/3) + 2v/3e tsin(tV/3) — 2( — e teos(ty/3) — v/3e ™t sin(t\/g)) +4et cos(t\/g)] +

+b[ — 2etsin(tv/3) — 2v/3e~ cos(tv/3) — 2( — e ! sin(tv/3) + V3e ! cos(tV/3)) + de ! sin(tV/3)] =
=ae~'[(—2+2+4) cos(tV/3) + (2v/3+2V/3) sin(tV/3)] + be ' [(—2+2+4) sin(tv/3) + (—2v/3—2V/3) cos(tV/3)] =

=4de~'[(a—bV/3) cos(tV/3) + (aV/3+b) sin(tv/3)] . Niech teraz h(t) = @_‘fﬁw cos(wt) + (4—&% sin(wt) .

Mamy h'(t) = —w% sin(wt) + wm_ﬁ% cos(wt) oraz
R'(t) = —wQ% cos(wt) —w2(4_w22% sin(wt) = —w?h(t). Teraz mozemy juz dodaé wszystkie czlony:

B (t)— 20! (t) +4h(t) = (4—w?)h(t)— 2R/ (t) = % cos(wt)+% sin(wt) + 2w iz sin(wt) —

72('0(41—&% cos(wt) = % cos(wt) + 4wm sin(wt). Mamy f(t) = g(t) + h(t), zatem

F1(@) = 2f(t) +4f(t) — cos(wt) = g"(t) — 2¢'(t) + 4g(t) + A" (t) — 21/ (t) + 4h(t) — cos(wt) =
=de [(a - bv/3) cos(tv/3) + (av/3 + b) sm(t\/_ﬂ W cos(wt) + 4‘”(4&% sin(wt) — cos(wt) =
=de ![(a — bv/3) cos(tv/3) + (a/3 4+ b) sm(t\/_ﬂ + m cos(wt) + 4w(4_i§% sin(wt) .

Wynik, jak widaé, jest dosy¢ paskudny Jest to rezultat dwu ,,drobnych” omytek. Mialo by¢

f(t) = e'[acos (tv/3) + bsin (tv3)] + m cos(wt) + m sin(wt) . Wtedy w wyniku otrzyma-
libysmy 0, po mniej wiecej takich samych rachunkach i przynajmniej wynik bytby znosniejszy. Celem jednak
bylo wielokrotne sprawdzenie umiejetno$ci wykonywania prostych przeksztalcen w wiekszej liczbie, a wynik

w tej chwili znaczenia wiekszego nie ma. W

. Znalez¢ najwieksza warto$é funkeji f:[—1,4] — IR okreslonej za pomoca wzoru
f(z) = 3z* — 1623 + 1822.

Rozw. 1. f'(x) = 4323 —3-162% + 2 - 182 = 4 - 3z(2? — 42 + 3) = 122(x — 1)(x — 2). Pochodna jest
wiec: dodatnia na przedziale (2,4]), ujemna na przedziale (1,2), dodatnia na przedziale (0,1) i ujemna
na przedziale (—1,0). Stad od razu wynika, ze funkcja rosnie (Scile!) na przedziale [2,4], na przedziale
[1,2] jest $cisle malejaca, na przedziale [0,1] — $ciSle rosnaca, na przedziale [—1,0] — $cisle malejaca.
Wynika stad, ze najwieksza warto$é to albo f(—1) =3+ 16+ 18 =37, albo f(1) =3 — 16+ 18 = 5 albo
f(4) =3-4—16-4°+18-4% = (3—4)-4*+18-4% = 4. (—16+18) = 32. Wobec tego zé??ﬁ]f(x) = f(-1)=37.

Rozw. 2. Funkcja f jest ciagla na przedziale domknietym [—1,4], zatem z pewnoscia ma warto$é najwieksza
w jakims punkcie p € [—1,4]. Jedli p jest punktem wewnetrznym tego przedziatu, to musi byé f'(p) =0, bo
funkcja ma pochodng we wszystkich punktach wewnetrznych przedziatu [—1,4] (w konicach tez, ale to nas nie
interesuje!). Wynika stad, ze punkt p jest albo koricem przedzialu [—1,4], albo punktem krytycznym funkcji
f, czyli punktem, w ktérym pochodna réwna jest 0. Oznacza to, ze najwieksza wartos¢ funkcji f to jedna z
liczb f(=1) =37, f(0)=0, f(1) =5, f(2) =-8, f(4) =32, czyli liczba f(—1) = 37.

Uwaga. Z rozwigzania wynika, ze najmniejszg wartoscig funkcji f jest f(2) =—8. B



9. Wykazad, ze jesli 0 < a, to réwnanie tg 2 = a(x—7)+1 ma co najmniej jedno, a co najwyzej trzy rozwigzania
spelniajace nieréwnosé¢ |z| < & oraz ze
dla pewnej liczby a; > 0 réwnanie tg x = ai1(z — §) + 1 ma dokladnie jedno rozwiazanie spelniajace
warunek |z| < T ;
dla pewnej liczby az > 0 réwnanie tg x = as(z — §) + 1 ma dokladnie dwa rozwiazania spelniajace
warunek |z| < 7 ;
dla pewnej liczby a3 > 0 réwnanie tg x = az(z — §) + 1 ma dokladnie trzy rozwiazania speliajace

warunek |z| < %

Rozw. Niech fq(z) =tg 2 —a(z—F)—1. Mamy f}(z) =1+tg %z —a, f/(z) = 2tg x(1+tg *x). Wynika stad,
ze fl/(x) =0 dla z € (—5,%) wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0. Jesli fi(z1) =01 fi(z2) =0, |21],|z2] < %, to
na mocy twierdzenia Rolle’a (szczegblny przypadek twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej) zastosowanego do

funkeji f', istnieje punkt c¢ lezacy miedzy 1 1 a2 taki, ze f2(c) = 0. Stad wynika, ze funkcja f’ ma co najwyzej

dwa pierwiastki w przedziale ( -3, g) . Korzystajac raz jeszcze z tego, ze miedzy kazdymi dwoma pierwiastkami
funkcji okreslonej i rézniczkowalnej na przedziale znajduje sie pierwiastek jej pochodnej, stwierdzamy, ze funkcja

fo ma co najwyzej trzy pierwiastki w przedziale ( -3 %) .

Przyjmujemy a; = 0. Réwnanie tg z = ai(z — §) +1 = 1 ma w przedziale (— 5 %) doktadnie jeden
pierwiastek, bo na tym przedziale funkcja tg jest scisle rosnacai tg 7 = 1.

Przyjmujemy a2 = 2 = 1 + tg 2%. Jednym z pierwiastkéw réwnania tg = 2(x — ) + 1 jest oczywiscie

Z. Niech f(z) =tgz— (2(x—3%)+1) dla z € (—%,Z). Mamy f'(z) = 1 +tg 2z —2 = tg 2z — 1. Wobec

tego f'(x) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = € ( -5 %) . Wobec tego funkcja f jest Scisle malejaca na przedziale
[ - %] i Scidle rosnaca na kazdym z przedzialéw [%, g) , ( -5 fﬂ . W kazdym z nich ma wiec co najwyzej

jeden pierwiastek. Teraz wystarczy przyjrze¢ sie wartoSciom w punktach +7 i granicom w punktach +7 . Te

ostatnie to oczywiscie +oo. f(5) =0, f(=F) =tg (7%) 72(7 T %) —1=7m—-2>0. Wynika stad, ze funkcja

f jest dodatnia na przedziale (— o %) i na przedziale (%, g) . Poniewaz f(—5)=m—-2>01 xLHP%f(I) = —00,

s

4) , oczywiscie dokladnie jeden jako $cisle monotoniczna. Wykazalismy

wiec ma pierwiastek w przedziale ( — 5=

zatem, ze réwnanie tg = 2(z — §)+1 ma dokladnie dwa pierwiastki rzeczywiste: jeden w przedziale (— 5 —%) ,

a drugim jest liczba 7 .

)=t §- (2G-D+1) =

Przyjmijmy a3 = 12. Niech g(z) = tgz — (12(z — Z) + 1). Mamy g(%
=3 - 1255 —1= V3—-2<0i limg(z) = 400 > 0, zatem w przedziale (%, g) funkcja g ma co najmniej jeden
Cl)‘}%

pierwiastek. g(%) =0, wigc mamy drugi. g(0) =37 —1>0, lim g(x) = —oco > 0, zatem w przedziale (f 7 0)
z——3

funkcja ¢ ma pierwiastek. To juz trzeci, wiec, zgodnie z tym co wykazaliSmy wcze$niej, wiecej juz nie ma. X

Uwaga. Rozumowanie $wiadczace o tym, ze w przedziale ( -5 %) sa co najwyzej trzy pierwiastki mozna

przedstawi¢ bardziej geometrycznie. Bedzie to jednak, w swej istocie, to samo rozumowanie, ale inaczej opowie-
dziane. Czytaé dalej nalezy robiac sobie rysunki na kartce papieru, bo mowa jest o ,,geometrii”.

s
)
najwyzej dwéch punktach.

Na przedziale [0 ) funkcja tg jest Scisle wypukla, zatem jej wykres przecina jakakolwiek prosta w co

Na przedziale ( -5 0} , funkcja tg jest $cidle wklesta, zatem réowniez w tym przypadku prawda jest, ze ma
co najwyzej dwa punkty wspdlne z dowolna, prosta,.

Stad wynika, ze wykres funkcji tg (rozpatrywanej tylko na przedziale ( -7 %)) ma co najwyzej cztery
punkty wspdlne z prosta.

Nalezy jeszcze przekonac sie, ze czterech by¢ nie moze. Niech 0 < z1 < w2 < §, tg w1 = a(z1 — ) +1

oraz tg x2 = a(zy — §) + 1. Ze Scislej wypukloéci funkcji tg na przedziale [0,%) wynika, ze wspélezynnik



kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty (z1,tg x1) i (22,tg x2) jest wiekszy niz wspétezynnik kierunkowy
stycznej do wykresu tangensa w punkcie (z1,tg x1) a ten z kolei jest wiekszy niz wspélezynnik kierunkowy proste;j
przechodzacej przez punkty (0,0) i (z1,tg x1). Z tego stwierdzenia wynika, Ze prosta przechodzaca przez punkty
(x1,tg x1) 1 (22,tg x2) przecina pozioma o$ ukladu wspétrzednych na prawo od (0,0).
Analogicznie wykazujemy, ze prosta przecinajaca ,lewa’ cze$¢ wykresu funkcji tangens przecina pozioma, 08
uktadu wspétrzednych na lewo od (0,0). Stad wynika od razu, ze nie ma prostej, ktéra przecina wykres funkeji
T om

tg — rozpatrywanej tylko na przedziale ( -3 5) — w czterech punktach. B



