
CaÃlki: pola, obje↪tości, środek cie↪żkości

Po zapoznaniu sie↪ z najprostszymi metodami obliczania caÃlek, zajmiemy sie↪ pewnymi za-

stosowaniami teorii.

Twierdzenie 7.2.1 (o porównywaniu caÃlek)

Jeśli funkcje f i g maja↪ funkcje pierwotne na przedziale [a, b] i dla każdego x ∈ [a, b] zachodzi

nierówność f(x) ≤ g(x) , to również
∫ b

a
f(x)dx ≤ ∫ b

a
g(x)dx .

Dowód. Niech F i G oznaczaja↪ funkcje pierwotne funkcji f i g . W tej sytuacji

G′(x)− F ′(x) = g(x)− f(x) ≥ 0 ,

zatem funkcja G− F jest niemaleja↪ca. Wobec tego
∫ b

a
g(x)dx− ∫ b

a
f(x)dx = G(b)−G(a)− (

F (b)− F (a)
)

=

=
(
G(b)− F (b)

)− (
G(a)− F (a)

) ≥ 0 .

Twierdzenie 7.2.2 (o wartości średniej)

Niech f : [a, b] −→ IR be↪dzie funkcja↪ cia↪gÃla↪. Wtedy istnieje liczba c ∈ [a, b] , taka że zachodzi

równość

∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b− a) .

Dowód. Wynika natychmiast z twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej zastosowanego do

funkcji pierwotnej funkcji f : F (b)− F (a) = F ′(c)(b− a) = f(c)(b− a) .

Definicja 7.2.3 (wartości średniej funkcji.)

Liczbe↪
1

b−a

∫ b

a
f(x)dx

(
= f(c)

)
nazywamy wartościa↪ średnia↪ funkcji f .

Można myśleć o niej tak: jeśli funkcja f przyjmuje jedynie wartości dodatnie, to liczba
1

b−a

∫ b

a
f(x)dx jest wysokościa↪ prostoka↪ta o podstawie b − a , którego pole równe jest ,,polu

pod wykresem” funkcji f . Jeśli f(x) oznacza pre↪dkość w chwili x , to wtedy 1
b−a

∫ b

a
f(x)dx

oznacza iloraz przebytej drogi
∫ b

a
f(x)dx* przez czas b−a zużyty na jej przebycie, czyli średnia↪

pre↪dkość w tym ruchu. Naste↪pne przykÃlady, które motywuja↪ te↪ definicje↪ pojawia↪ sie↪ niebawem

i czytelnik z pewnościa↪ je dostrzeże.

*Przypomnijmy, że jeśli F (x) oznacza poÃlożenie poruszaja↪cego sie↪ punktu w momencie x , to f(x)=F ′(x) oznacza

pre↪dkość w tym momencie, mówilísmy o tym przy okazji definicji pochodnej funkcji jednej zmiennej.
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Twierdzenie 7.2.4 (o addytywności caÃlki wzgle↪dem przedziaÃlu)

Jeśli a < c < b i funkcja f ma funkcje↪ pierwotna↪ na przedziale [a, b] , to zachodzi równość

∫ b

a

f(x)dx =
∫ c

a

f(x)dx +
∫ b

c

f(x)dx .

Dowód. Niech F oznacza funkcje↪ pierwotna↪ funkcji f . Wtedy prawdziwe sa↪ wzory:
∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a) ,

∫ c

a
f(x)dx = F (c)− F (a) ,

∫ b

c
f(x)dx = F (b)− F (c) .

Z nich teza wynika natychmiast.

Punktem wyj́scia do wielu zastosowań caÃlki jest

Twierdzenie 7.2.5 (o sumach Riemanna)

Jeśli funkcja f : [a, b] −→ IR jest cia↪gÃla, to dla każdej liczby ε > 0 istnieje liczba δ > 0 , taka że

jeżeli a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b , xi−1 ≤ ti ≤ xi oraz xi−xi−1 < δ dla każdego

i = 1, 2, . . . , n , to zachodzi nierówność
∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx−
(

f(t1)(x1 − x0) + f(t2)(x2 − x1) + . . . + f(tn)(xn − xn−1)
)∣∣∣∣∣ < ε .

Dowód. Ponieważ funkcja f jest cia↪gÃla na przedziale [a, b] , wie↪c na każdym z przedziaÃlów

[xi−1, xi] przyjmuje kresy. Niech mi oznacza kres dolny, a Mi — górny. Wobec tego dla każdego

x ∈ [xi−1, xi] zachodzi nierówność mi−1 ≤ f(x) ≤ Mi . Wobec tego, na mocy twierdzenia o po-

równywaniu caÃlek zachodza↪ nierówności:

mi(xi − xi−1) ≤
∫ xi

xi−1
f(x)dx ≤ Mi(xi − xi−1) dla każdego i = 1, 2, . . . , n .

Dodaja↪c je stronami i korzystaja↪c z twierdzenia o addytywności funkcji wzgle↪dem przedziaÃlu

otrzymujemy
n∑

i=1

mi(xi − xi−1) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1) .

Ponieważ f jest cia↪gÃla na przedziale domknie↪tym [a, b] , wie↪c dla każdego ε > 0 istnieje liczba

δ > 0 , taka że jeśli |t − s| < δ , to |f(t) − f(s)| < ε
b−a .* Wobec tego jeśli xi − xi−1 < δ , to

Mi −mi < ε
b−a dla wszystkich i . Sta↪d od razu wynika, że zachodzi:

n∑

i=1

(Mi −mi) (xi − xi−1) <
ε

b− a

n∑

i=1

(xi − xi−1) = ε . Sta↪d teza wynika natychmiast: liczby

n∑

i=1

f(ti)(xi−xi−1) oraz
∫ b

a
f(x)dx leża↪ mie↪dzy sumami

n∑

i=1

mi(xi−xi−1) i
n∑

i=1

Mi(xi−xi−1) ,

których różnica jest mniejsza od ε . Dowód zostaÃl zakończony.

*To nie jest definicja cia↪gÃlości i w zasadzie wymaga dowodu!
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Sumy
n∑

i=1

mi(xi − xi−1) i
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1) nazywane sa↪ dolna↪ i górna↪ suma↪ Darboux,

suma
n∑

i=1

f(ti)(xi−xi−1) — suma↪ Riemanna. Istnieja↪ funkcje niecia↪gÃle, które maja↪ funkcje pier-

wotne, czyli sa↪ caÃlkowalne w sensie Newtona, dla których teza twierdzenia o sumach Riemanna

nie zachodzi. PrzykÃladów podawać nie be↪dziemy, zainteresowany czytelnik może je znaleźć

w pozycjach obszerniejszych, np. we wspominanym już drugim tomie ksia↪żki G.M.Fichtenholza,

”Rachunek różniczkowy i caÃlkowy”. Podamy jednak definicje↪ caÃlkowalności w sensie Riemanna.

Definicja 7.2.6 ( funkcji caÃlkowalnej w sensie Riemanna)

Funkcja f : [a, b] −→ IR jest caÃlkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

liczba rzeczywista I , taka że dla każdej liczby ε > 0 istnieje liczba δ > 0 , taka że jeżeli

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b , xi−1 ≤ ti ≤ xi oraz xi − xi−1 < δ dla każdego

i = 1, 2, . . . , n , to zachodzi nierówność
∣∣∣I −

(
f(t1)(x1 − x0) + f(t2)(x2 − x1) + . . . + f(tn)(xn − xn−1)

)∣∣∣ < ε .

Liczba I nazywana jest caÃlka↪ Riemanna funkcji f na przedziale domknie↪tym [a, b] i oznaczana

jest symbolem
∫ b

a
f(x)dx .

Z twierdzenia o sumach Riemanna wynika, że funkcje cia↪gÃle sa↪ caÃlkowalne w sensie Rie-

manna i że ich caÃlki Riemanna oraz Newtona to te same liczby. Stosowanie tego samego symbolu

jest wie↪c w peÃlni uzasadnione tym bardziej, że można udowodnić, że jeśli funkcja (niecia↪gÃla) jest

caÃlkowalna zarówno w sensie Riemanna jak i w sensie Newtona, to obie caÃlki sie↪ pokrywaja↪.

O funkcjach caÃlkowalnych w sensie Riemanna powiemy niewiele.

Twierdzenie 7.2.7 (o ograniczoności funkcji caÃlkowalnej w sensie Riemanna) Funkcja

caÃlkowalna w sensie Riemanna jest ograniczona.

Twierdzenie 7.2.8 (o caÃlkowalności funkcji niecia↪gÃlej w skończenie wielu punktach)

Jeśli funkcja f : [a, b] −→ IR jest ograniczona i ma skończenie wiele punktów niecia↪gÃlości, to jest

caÃlkowalna w sensie Riemanna.

Twierdzenie 7.2.9 (o caÃlkowalności funkcji monotonicznej )

Jeśli funkcja f : [a, b] −→ IR jest monotoniczna, to jest caÃlkowalna w sensie Riemanna.

Dowody tych twierdzeń pomijamy, choć nie sa↪ ani trudne, ani dÃlugie. Zajmijmy sie↪ raczej

interpretacja↪ sum Riemanna. ZaÃlóżmy, że f jest funkcja↪ dodatnia↪. By rozpatrzeć sume↪ Rie-

manna podzielilísmy przedziaÃl [a, b] na krótkie przedzialiki. W każdym z nich wybralísmy

punkt ti . SkÃladnik f(ti)(xi − xi−1) , to pole prostoka↪ta o podstawie [xi−1, xi] i wysokości
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f(ti) . Górna podstawa tego prostoka↪ta ma punkt wspólny w wykresem funkcji f na przedziale

[xi−1, xi] . Można wie↪c myśleć, że przybliżamy ,,pole pod wykresem” za pomoca↪ wielu wa↪skich

prostoka↪tów. Dolna suma Darboux zwia↪zana jest z przybliżaniem tego samego pola z doÃlu,

w tym przypadku prostoka↪ty mieszcza↪ sie↪ pod wykresem. Górna suma Darboux to suma pól

nieco wyższych prostoka↪tów, tak że ich suma zawiera ,,pole pod wykresem”. Zinterpretownie

sum w przypadku funkcji ujemnej nie nastre↪cza kÃlopotów. W przypadku funkcji zmieniaja↪cej

znak należy podzielić przedziaÃl na cze↪́sci tak, by na każdej z nich funkcja miaÃla staÃly znak (ni-

estety może sie↪ okazać, że musi ich być nieskończenie wiele). Gdyby caÃlki sÃlużyÃly jedynie do

obliczania pól nie musielibyśmy o nich w ogóle o takich funkcjach mówić. Pokażemy jeszcze

kilka przykÃladów geometryczne i fizycznych. W dalszym cia↪gu w przypadku zbioru A ⊆ R3

przez |A| lub |A|3 oznaczać be↪dziemy jego obje↪tość (matematycy cze↪sto używaja↪ terminu: mi-

are↪ trójwymiarowa↪). Pole zbioru A oznaczać be↪dziemy przez |A| lub |A|2 , jeśli możliwe be↪da↪
wa↪tpliwości dotycza↪ce wymiaru. Podobnie dÃlugość krzywej C oznaczymy przez |C| lub |C|1 .

Obliczanie obje↪tości

ZaÃlóżmy, że A ⊂ IR3 jest przyzwoitym zbiorem ograniczonym.* Niech P (z) oznacza pole

przekroju zbioru A pÃlaszczyzna↪ przechodza↪ca↪ przez punkt (0, 0, z) , prostopadÃla↪ do osi
−−→
OZ .

Wtedy obje↪tość |A| zbioru A równa jest
∫ b

a
P (z)dz , przy czym a i b sa↪ tak dobrane, by

pÃlaszczyzna, o której mowa nie przecinaÃla zbioru A , gdy z /∈ [a, b] . ŚcisÃlego dowodu tego wzoru

nie podamy, spróbujemy jednak wyjaśnić jego geneze↪. Punktem wyj́scia be↪dzie stwierdzenie, że

jeśli zbiór A skÃlada sie↪ z podstawy B zawartej w pewnej pÃlaszczyźnie Π i wszystkich odcinków

do niej prostopadÃlych, tej samej dÃlugości h , których jeden koniec leży w zbiorze B i które leża↪
po jednej stronie pÃlaszczyzny Π ,♣ to obje↪tość zbioru |A| = |B| · h . To stwierdzenie uogólnia

wzory na obje↪tość walca, prostopadÃlościanu, czy graniastosÃlupa prostego.

ZaÃlóżmy teraz, że zbiór A jest ,,dostatecznie przyzwoity” oraz że

a = z0 < z1 < z2 < . . . < zn−1 < zn = b

jest podziaÃlem przedziaÃlu [a, b] na dostatecznie krótkie przedziaÃly. Wtedy obje↪tość tej cze↪́sci

zbioru A , która jest zawarta mie↪dzy pÃlaszczyznami o równaniach z = zi−1 i z = zi równa jest

P (ti)(zi − zi−1) , gdzie ti ∈ [zi−1, zi] jest odpowiednio dobranym punktem
(
liczba P (ti) ma

być średnia↪ wartościa↪ pól P (z) dla z ∈ [zi−1, zi] — ta cze↪́sć zbioru A to nieomal walec, na ogóÃl

niekoÃlowy, o polu podstawy P (ti)
)
. W tej sytuacji możemy twierdzić, że obje↪tość równa jest

*Nie możemy tu wyjaśniać o jakie zbiory może w rzeczywistości chodzić. Wystarczy powiedzieć, że to o czym
chcemy powiedzieć może być stosowane w przypadku zbiorów otwartych, domknie↪tych i wielu innych, kiedyś

myślano, że do wszystkich, ale tak nie jest. Rozstrzyganie tych kwestii należy pozostawić matematykom. Nie-
matematyk może przyja↪ć, że chodzi o wszystkie zbiory.

♣ Matematycy nazywaja↪ taki zbiór walcem o podstawie B , a zwykÃly walec — walcem koÃlowym.
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n∑

i=1

P (ti)(zi − zi−1) . Gdybyśmy nie starali sie↪ wybrać punktu ti tak, by zachodziÃla równość,

to i tak zachodziÃlaby równość przybliżona przy zaÃlożeniu, że pole P (z) jest funkcja↪ cia↪gÃla↪,

a przynajmniej caÃlkowalna↪ w sensie Riemanna, zmiennej z . To mówi o tym jak należy myśleć

o obje↪tości. Powinna być równa |A| = ∫ b

a
P (z)dz . Można albo uścíslić definicje↪ obje↪tości, albo

przyja↪ć, że podany wzór to jej definicja. Pokażemy teraz na kilku przykÃladach jak ten wzór

dziaÃla. Zaczniemy od wzorów znanych ze szkoÃly.

PrzykÃlad 7.2.1 Niech B be↪dzie zbiorem zawartym w pÃlaszczyźnie Π , którego pole równe jest

P . Niech W be↪dzie punktem leża↪cym poza pÃlaszczyzna↪ Π i niech S oznacza sume↪ wszystkich

odcinków zaczynaja↪cych sie↪ w punkcie W , których drugi koniec leży w zbiorze B (jeśli B jest

koÃlem i punkt W leży nad jego środkiem, to S jest stożkiem o podstawie B i wierzchoÃlku W ;

jeśli B jest wieloka↪tem, to S jest ostrosÃlupem o wierzchoÃlku W i podstawie B ) — taki zbiór S

matematycy nazywaja↪ stożkiem o podstawie B i wierzchoÃlku W . Niech h oznacza odlegÃlość

punktu W od pÃlaszczyzny Π , czyli wysokość stożka S . Przetnijmy stożek S pÃlaszczyzna↪
równolegÃla↪ do Π , której odlegÃlość od pÃlaszczyzny Π równa jest z ∈ [0, h] . Otrzymany przekrój

jest figura↪ podobna↪ do B , w skali h−z
h . Ponieważ stosunek pól figur podobnych jest równy

kwadratowi skali podobieństwa, wie↪c pole P (z) tego przekroju jest równe
(

h−z
h

)2
P . Wobec

tego

|S| = ∫ h

0

(
h−z

h

)2
P dz = P

h2

∫ h

0

(
h2 − 2hz + z2

)
dz = P

h2

(
h3 − h3 + 1

3h3
)

= 1
3Ph .

Otrzymalísmy wie↪c podawane w szkoÃlach wzory na obje↪tość stożka i ostrosÃlupa jednocześnie,

w rzeczywistości wzór otrzymany w tym przykÃladzie jest nieco ogólniejszy.

PrzykÃlad 7.2.2 ZaÃlóżmy, że każdy przekrój poziomy zbioru A otrzymany w wyniku prze-

cie↪cia zbioru A pÃlaszczyzna↪ znajduja↪ca↪ sie↪ na wysokości z ∈ [0, h] ma to samo pole P i że

przekroje pÃlaszczyznami poziomymi znajduja↪cymi sie↪ na innych wysokościach sa↪ puste. Wobec

tego zachodzi równość |A| =
∫ h

0
P dz = Ph . Otrzymany wynik stosuje sie↪ oczywíscie do

prostopadÃlościanu, ale również do równolegÃlościanu, moga↪ doj́sć skre↪cenia różne na różnych

poziomach. Twierdzenie to zostaÃlo sformuÃlowane w XVII w. przez Cavalieri’ego. Jest zwane za-

sada↪ Cavalieri’ego. W czasach kiedy autor tego tekstu byÃl uczniem liceum, zasada ta znajdowaÃla

sie↪ w podre↪czniku do geometrii, z którego uczyli sie↪ wtedy wszyscy licealísci w Polsce.

PrzykÃlad 7.2.3 Zajmijmy sie↪ kula↪ o promieniu r . Bez straty ogólności rozważań można

przyja↪ć, że jej środkiem jest punkt 0 . Przecinaja↪c kule↪ pÃlaszczyzna↪ zÃlożona↪ z punktów, których

trzecia wspóÃlrze↪dna równa jest z otrzymujemy koÃlo o promieniu
√

r2 − z2 . Pole tego koÃla

równe jest π(r2 − z2) . Wobec tego obje↪tość kuli równa jest
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∫ r

−r
π(r2 − z2)dz = π

(
r2 · 2r − (

1
3r3 − 1

3 (−r)3
))

= 4
3πr3 .

Znów otrzymalísmy w bardzo prosty sposób znany ze szkoÃly wzór. OtrzymaÃl go dawno temu

Archimedes dzie↪ki zre↪cznemu rozumowaniu geometrycznemu. Nie znano wtedy caÃlek, wie↪c zaje↪Ãlo

mu to wie↪cej miejsca niż nam korzystaja↪cym z wielu znacznie późniejszych pomysÃlów.

PrzykÃlad 7.2.4 Znajdziemy obje↪tość de↪tki zakÃladaja↪c, że powstaje ona w wyniku obrotu

koÃla o promieniu r > 0 wokóÃl prostej leża↪cej w pÃlaszczyźnie tego koÃla w odlegÃlości R > r od

jego środka. Matematycy powierzchnie↪ de↪tki nazywaja↪ torusem, czego oczywíscie nie trzeba

pamie↪tać. Przyjmiemy, że środkiem koÃla o promieniu r jest punkt (R, 0, 0) oraz że to koÃlo leży

w pÃlaszczyźnie y = 0 . Przetnijmy (w myśli) de↪tke↪ pÃlaszczyzna↪ pozioma↪ przechodza↪ca↪ przez

punkt (0, 0, z) . Przekrój jest pierścieniem koÃlowym, którego promień wewne↪trzny równy jest

R−√r2 − z2 a zewne↪trzny to R +
√

r2 − z2 , zatem polem tego pierścienia koÃlowego jest liczba

π
(
R +

√
r2 − z2

)2 − π
(
R−√r2 − z2

)2
= 4πR

√
r2 − z2 .

Wynika sta↪d, że obje↪tościa↪ de↪tki jest
∫ r

−r
4πR

√
r2 − z2dz = 4πR · 1

2πr2 = 2π2Rr2 . Zadanie

zostaÃlo rozwia↪zane.

Tych kilka przykÃladów nieźle ilustruje skuteczność rachunku caÃlkowego. Otrzymanie tych

wzorów bez rachunku caÃlkowego jest możliwe, ale znane autorowi wyprowadzenia w istocie

zawieraja↪ przej́scia graniczne równoważne temu, które pojawia sie↪ w twierdzeniu o sumach

Riemanna. Można wie↪c twierdzić, że stworzenie rachunku caÃlkowego stanowiÃlo ukoronowanie

wysiÃlków wielu ludzi obliczaja↪cych różne wielkości, np. obje↪tości.

Obliczanie pól jeszcze raz

Przedstawilísmy przed chwila↪ podej́scie do kwestii obliczania obje↪tości polegaja↪ce na ,,plas-

terkowaniu” zbioru trójwymiarowego. ZaÃlóżmy, że na przedziale domknie↪tym dane sa↪ dwie

funkcje cia↪gÃle g, f : [a, b] −→ IR , przy czym dla każdego x ∈ [a, b] zachodzi równość g(x) ≥ f(x).

Korzystaja↪c z wzoru na pole pod wykresem funkcji i odejmuja↪c pola pod wykresem funkcji f

od pola pod wykresem funkcji g otrzymujemy
∫ b

a
g(x)dx − ∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
(g(x)− f(x)) dx .

Jest to pole obszaru ograniczonego z doÃlu wykresem funkcji f , a z góry — wykresem funkcji g

(można oczywíscie zaÃlożyć, że f(x) ≥ 0 dla każdego x ∈ [a, b] , bo pole nie zmienia sie↪ przy prze-

sunie↪ciu). Jest mniej wie↪cej jasne, że jeśli opuścimy zaÃlożenie g ≥ f , to wzór na pole obszaru

ograniczonego wykresami funkcji g i f w dalszym cia↪gu be↪dzie obowia↪zywać tyle, że w wy-

niku otrzymamy
∫ b

a
|f(x) − g(x)|dx . Okazuje sie↪, że caÃlkujemy dÃlugość odcinka otrzymanego

w przecie↪ciu obszaru prosta↪ pionowa↪ (zamiast pola przekroju w przypadku obje↪tości) i w wyniku

otrzymujemy pole obszaru (zamiast obje↪tości). PrzykÃladowo pole koÃla można obliczać traktuja↪c

je jako obszar zawarty mie↪dzy wykresami funkcji −√r2 − x2 oraz
√

r2 − x2 . Jest wie↪c ono

równe
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∫ r

−r

(√
r2 − x2 − (−√r2 − x2

)
dx

)
= 2

∫ r

−r

√
r2 − x2dx = 2πr2

2 = πr2 .

Nie be↪dziemy teraz mnożyć przykÃladów. Zaznaczyć chcielísmy jedynie, że pola można obliczać

posÃluguja↪c sie↪ ta↪ sama↪ idea↪, która ma zastosowanie w przypadku obje↪tości. Sugeruje to możli-

wość zbudowania ogólniejszej teorii niezależnej od wymiaru. Dokonali tego matematycy na

przeÃlomie XIX i XX wieku, dwa najważniejsze nazwiska to B.Riemann i H.Lebesgue. Teoria

Lebesgue’a zyskaÃla wielka↪ popularność ze wzgle↪du na znacznie wygodniejsze w użyciu twierdze-

nia pozwalaja↪ce na obliczanie granic cia↪gów caÃlek. Tych problemów nie be↪dziemy tu omawiać.

Sa↪ przedstawione w wielu podre↪cznikach przeznaczonych dla matematyków i fizyków teoretyków.

DÃlugość wykresu funkcji

ZaÃlóżmy, że funkcja f : [a, b] −→ (0, +∞) jest różniczkowalna i że jej pochodna f ′ jest cia↪gÃla na

przedziale [a, b] . Jasne jest, że dÃlugość krzywej powinnísmy przybliżać dÃlugościa↪ Ãlamanej (linii

zÃlożonej z odcinków), której wierzchoÃlki dziela↪ wykres funkcji f na maÃle fragmenty. Omówimy

to nieco dokÃladniej.

Niech a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b . Niech li oznacza dÃlugość odcinka Ãla↪cza↪cego

punkty
(
xi−1, f(xi−1)

)
i

(
xi, f(xi)

)
. Mamy wie↪c

li =
√

(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))
2 .

Z twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej wynika, że istnieje taka liczba ti ∈ [xi−1, xi] , że

zachodzi równość

li =
√

(xi − xi−1)2 + f ′(ti)2(xi − xi−1)2 = (xi − xi−1)
√

1 + (f ′(ti)2) .

Sta↪d wynika, że dÃlugość Ãlamanej równa jest

l1 + l2 + . . . + ln =
n∑

i=1

(xi − xi−1)
√

1 + (f ′(ti)2) .

DÃlugość wykresu funkcji f to wobec tego
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx — wynika to oczywíscie z twier-

dzenia o sumach Riemanna.

Ten wynik jest bardzo jasny z punktu widzenia fizyki. ZaÃlóżmy, że wykres funkcji to np.

szosa, po której porusza sie↪ samochód w ten sposób, że skÃladowa pozioma wektora pre↪dkości

równa jest 1 . Niech x oznacza czas. Wtedy w chwili x znajdujemy sie↪ w punkcie
(
x, f(x)

)

— zakÃladamy, że startujemy z punktu
(
a, f(a)

)
, wtedy f ′(x) mierzy pre↪dkość zmian wartości

funkcji f w chwili x , jest wie↪c to skÃladowa pionowa wektora pre↪dkości naszego pojazdu. Jego

pre↪dkościa↪ skalarna↪ jest wie↪c dÃlugość wektora pre↪dkości, czyli liczba
√

1 + (f ′(x))2 , ta pre↪dkość

jest oczywíscie zależna od czasu. Przebyta↪ droge↪ należy obliczać mnoża↪c czas przez pre↪dkość.

Ponieważ pre↪dkość jest zmienna, wie↪c prowadzi to do dzielenia czasu podróży, na krótkie od-

cinki, w krótkim okresie czasu pre↪dkość jest prawie staÃla (pre↪dkość jest funkcja↪ cia↪gÃla↪ czasu),

naste↪pnie mnożymy ten krótki czas przez pre↪dkość z jaka↪ sie↪ w nim poruszamy i sumujemy.
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Otrzymujemy sume↪ Riemanna funkcji
√

1 + (f ′(x))2 , a po przej́sciu granicznym (rozpatrywane

odcinki czasu sa↪ coraz bliższe 0 ) otrzymujemy caÃlke↪
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx . Rozumuja↪c analo-

gicznie doj́sć można do wniosku, że
∫ b

a
f(x)dx jest droga↪ przebyta↪ przez pojazd poruszaja↪cy

sie↪ po prostoliniowej drodze w ten sposób, że w chwili x jego pre↪dkościa↪ jest f(x) .

Ten argument jest bardzo ważny historycznie: Newton tworzyÃl rachunek różniczkowy i caÃl-

kowy w silnym zwia↪zku z fizyka↪. Poje↪cie pre↪dkości nie jest trudne, przemawia do wyobraźni, wie↪c

studenci proszeni sa↪ o chwile↪ zastanowienia nad tym tekstem! Warto też zdać sobie sprawe↪ z te-

go, że caÃlkowicie analogicznie przyspieszenie jest powia↪zane z pre↪dkościa↪ — po prostu wsze↪dzie

zaste↪pujemy poÃlożenie przez pre↪dkość i jednocześnie pre↪dkość przez przyspieszenie.

PrzykÃlad 7.2.5 Obliczymy dÃlugość Ãluku paraboli y = x2 zaczynaja↪cego sie↪ w punkcie (0, 0)

i kończa↪cego sie↪ w punkcie
(
a, a2

)
. Zgodnie z poprzedzaja↪cymi ten przykÃlad rozważaniami ta

dÃlugość równa jest
∫ a

0

√
1 + (2x)2dx . Podobna↪ caÃlke↪ obliczylísmy w przykÃladzie 10.28. Teraz

zrobimy to nieco inaczej. Niech x = 1
2 tg t . Wtedy

√
1 + 4x2 =

√
1 + tg2 t =

√
1

cost = 1
cos t

— możemy tak napisać, bo możemy przyjmować, że t ∈ (−π
2 , π

2 ) i wobec tego cos t > 0 . Jeśli

x = 1
2 tg t , to dx = 1

2 cos2 t dt , wie↪c∫ √
1 + 4x2 dx =

∫
1

2 cos3 t dt =
∫

cos2 t+sin2 t
2 cos3 t dt =

= 1
2

∫
1

cos t dt + 1
2

∫
sin t sin t

cos3 t dt
przez

=====
cze↪́sci

1
2

∫
1

cos t dt + 1
2 sin t 1

2 cos2 t − 1
2

∫
cos t

2 cos2 t dt =

= sin t
4 cos2 t + 1

4

∫
1

cos t dt = sin t
4 cos2 t + 1

4

∫
cos t

1−sin2 t
dt =

= sin t
4 cos2 t + 1

8

∫
cos t

1−sin t dt + 1
8

∫
cos t

1+sin t dt + C = sin t
4 cos2 t − 1

8 ln(1− sin t) + 1
8 ln(1 + sin t) + C =

= sin t
4 cos2 t + 1

8 ln 1+sin t
1−sin t + C = sin t

4 cos2 t + 1
8 ln (1+sin t)2

1−sin2 t
+ C = sin t

4 cos2 t + 1
4 ln 1+sin t

cos t + C =

= 1
4

(
1

cos t · tg t + ln( 1
cos t + tg t)

)
+ C = 1

4

(√
1 + 4x2 · 2x + ln(

√
1 + 4x2 + 2x)

)
+ C

Sta↪d wynika, że ten Ãluk paraboli ma dÃlugość. a
2

√
1 + 4a2 + 1

4 ln
(
2a +

√
1 + 4a2

)
.

Okazuje sie↪, że wynik jest zadziwiaja↪co skomplikowany. W XIX w. matematykom udaÃlo sie↪
wykazać, że dÃlugość elipsy, która nie jest okre↪giem, nie daje sie↪ wyrazić za pomoca↪ tzw. funkcji

elementarnych. Można to zrobić za pomoca↪ tzw. funkcji eliptycznych. Piszemy o tym po to

jedynie, by raz jeszcze przestrzec, że mówimy tu jedynie o rzeczach w matematyce najprostszych,

bo te tylko znajduja↪ sie↪ w i tak wypeÃlnionych programach studiów.

Obliczymy teraz dÃlugość okre↪gu, a wÃlaściwie jego poÃlowy, choć wszyscy dobrze wiedza↪, co

otrzymamy. Tu rachunek be↪dzie bardzo prosty, a różnica mie↪dzy okre↪giem i elipsa↪ tak niewielka.

Niewielka ale bardzo istotna: w caÃlce, która↪ trzeba znaleźć w przypadku elipsy wyste↪puje iloraz

dwóch wielomianów kwadratowych, w przypadku okre↪gu wielomian jest tylko jeden.

PrzykÃlad 7.2.6 PóÃlokra↪g o promieniu r > 0 możemy potraktować jako wykres funkcji
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√
r2 − x2 zdefiniowanej na przedziale [−r, r] . Wobec tego jego dÃlugość równa jest

∫ r

−r

√
1 +

((√
r2 − x2

)′)2

dx =
∫ r

−r

√
1 +

(
−x√

r2−x2

)2

dx =
∫ r

−r

√
1 + x2

r2−x2 dx =

∫ r

−r
r√

r2−x2 dx
x=r sin t==========

dx=r cos tdt
= r

∫ π/2

−π/2
dt = πr .

Otrzymalísmy wie↪c dobrze znany wynik.*

Pola powierzchni bryÃl obrotowych

Pokażemy teraz jest jeszcze jedno zastosowanie geometryczne caÃlek, tym razem do obliczania

pola powierzchni bryÃly obrotowej. Tym razem punktem wyj́scia be↪dzie wzór na pole powierzchni

bocznej stożka πrl , gdzie r to promień podstawy stożka, a l to dÃlugość tworza↪cej. Z tego wzoru

bez trudu można wyprowadzić wzór na pole powierzchni bocznej stożka ście↪tego, w którym

wie↪ksza podstawa ma promień r1 , mniejsza — promień r2 , a tworza↪ca to l . Ten stożek ście↪ty

można potraktować jako wynik odcie↪cia od stożka o promieniu podstawy r1 i tworza↪cej l r1
r1−r2

stożka o promieniu podstawy r2 i tworza↪cej l r2
r1−r2

— wynika to z podobieństwa trójka↪tów.

Wobec tego pole powierzchni bocznej stożka ście↪tego jest równe π
lr2

1
r1−r2

−π
lr2

2
r1−r2

= πl (r1 + r2) .*

ZaÃlóżmy, że funkcja f : [a, b] −→ (0, +∞) jest różniczkowalna i że jej pochodna jest cia↪gÃla.

Obrócimy wykres funkcji f wokóÃl osi x . W wyniku otrzymamy powierzchnie↪, której pole

obliczymy. Zauważmy jeszcze tylko, że jeśli funkcja f jest liniowa, to w wyniku tego obrotu

otrzymujemy powierzchnie↪ boczna↪ stożka ście↪tego ewentualnie walca, jeśli funkcja jest staÃla.

Podzielimy przedziaÃl [a, b] punktami a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b na krótkie, niekoniecznie

równe, przedziaÃly. To, co powstaje w wyniku obrotu cze↪́sci wykresu odpowiadaja↪cej przedziaÃlowi

[xi−1, xi] , można przybliżyć stożkiem ście↪tym o wysokości xi − xi−1 i promieniach podstaw

f(xi) , f(xi−1) — ten stożek staje sie↪ walcem, gdy f(xi−1) = f(xi) . Pole powierzchni bocznej

takiego stożka, to zgodnie z przypomnianymi przed chwila↪ wzorami πli
(
f(xi−1)+ f(xi)

)
, gdzie

li oznacza jego tworza↪ca↪, czyli

li =
√

(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))
2 = (xi − xi−1)

√
1 +

(
f ′(ti)

)2

dla pewnego ti ∈ (xi−1, xi) , istnienie takiej liczby t wynika z twierdzenia Lagrange’a o wartości

średniej. Ponieważ przedziaÃl [xi−1, xi] jest ,,krótki”, wie↪c

πli (f(xi−1) + f(xi)) ≈ 2π · f(ti)
√

1 +
(
f ′(ti)

)2 ,

przyje↪lísmy tu, że f(xi−1) ≈ f(ti) ≈ f(xi) , co jest dopuszczalne, ale nie chcemy sie↪ wdawać

w bardziej szczegóÃlowe szacunki, bo dla osób o niewielkiej wprawie be↪da↪ one trudnawe i na

pewno żmudne, dla wprawnych — banalne.

Wobec tego pole powierzchni powstaÃlej w wyniku obrotu wykresu funkcji f można przy-

* Troche↪ oszukuja↪c: funkcja
√

r2−x2 nie ma skończonej pochodnej w końcach przedziaÃlu, o tym opowiemy później.

*Troche↪ to przypomina wzór na pole trapezu: 1
2 (2πr1+2πr2)l – poÃlowa sumy podstaw razy wysokość.
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bliżyć suma↪

n∑

i=1

2π·f(ti)
√

1 +
(
f ′(ti)

)2 , która z kolei, na mocy twierdzenia o sumach Riemanna,

przybliża caÃlke↪
∫ b

a
2πf(t)

√
1 +

(
f ′(t)

)2
dt . Ta caÃlka jest wie↪c równa polu powierzchni powstaÃlej

w wyniku obrotu funkcji f wokóÃl osi x . BÃle↪dy, które popeÃlniamy w kolejnych krokach sa↪ maÃle

i to jako bÃle↪dy wzgle↪dne, co jest ważne, bo pola cze↪́sci, na które poszatkowalísmy powierzchnie↪,

sa↪ maÃle i jest ich wiele, wie↪c teoretycznie bÃle↪dy mogÃlyby sie↪ zsumować do czegoś dużego — tak

sie↪ nie dzieje, bo jak zapewniamy czytelników, bÃle↪dy wzgle↪dne sa↪ maÃle! Tu jeszcze raz stykamy

sie↪ z jedna↪ z podstawowych idei analizy matematycznej: funkcje↪ przybliżamy funkcja↪ liniowa↪
tak, by bÃla↪d wzgle↪dny byÃl maÃly! Czas na jakís przykÃlad.

PrzykÃlad 7.2.7 Niech f(x) =
√

r2 − x2 dla a ≤ x ≤ a + h , przy czym −r ≤ a oraz

a+h ≤ r . W wyniku obrotu wykresu funkcji f określonej na przedziale [a, a+h] otrzymujemy

cze↪́sć powierzchni kuli zawarta↪ mie↪dzy dwiema równolegÃlymi pÃlaszczyznami, których odlegÃlość

równa jest h . Zgodnie z omówionym wzorem pole tej cze↪́sci sfery równe jest

2π

∫ a+h

a

√
r2 − x2 ·

√
1 +

( −x√
r2 − x2

)2

dx = 2πr

∫ a+h

a

dx = 2πrh .

W szczególności, jeżeli a = −r i h = 2r otrzymujemy wzór na pole powierzchni caÃlej kuli, który

wie↪kszość maturzystów miaÃla okazje↪ poznać w szkole. Jednak otrzymalísmy coś wie↪cej: wzór na

pole powierzchni cze↪́sci sfery zawartej mie↪dzy dwiema równolegÃlymi pÃlaszczyznami oddalonymi

o h . Zauważmy jeszcze, że we wzorze tym NIE wyste↪puje liczba a . Oznacza to, że pole jest od

a niezależne, ważne jest tylko to, że obie pÃlaszczyzny przecinaja↪ sfere↪. Może sie↪ zdarzyć, że jedna

z tych pÃlaszczyzn przechodzi przez jeden z biegunów, a może sie↪ zdarzyć, że pÃlaszczyzna równika

dzieli przestrzeń mie↪dzy nimi na póÃl. Pola sa↪ równe! Nie jest to chyba caÃlkiem oczywiste, choć

Archimedes z pewnościa↪ to wiedziaÃl.*

PrzykÃlad 7.2.8 Obliczymy teraz pole powierzchni de↪tki opisanej już w przykÃladzie 11.4.

Przypomnijmy: powierzchnia de↪tki byÃla otrzymana jako wynik obrotu okre↪gu zdefiniowanego

równaniami y = 0 , (x − R)2 + z2 = r2 wokóÃl osi z . Można wie↪c przyja↪ć, że obracamy wokóÃl

osi z (a nie wokóÃl osi x ) wykresy dwu funkcji zmiennej z R +
√

r2 − z2 oraz R −√r2 − z2 .

Cze↪́sć wspólna otrzymanych powierzchni skÃlada sie↪ z dwóch okre↪gów, wie↪c jej pole równe jest 0,

zatem możemy obliczyć pola obu powierzchni i dodać. W pierwszym przypadku pole równe jest

2π
∫ r

−r

(
R +

√
r2 − z2

) ·
√

1 +
(

−z√
r2−z2

)2

dz = 2πr
∫ r

−r

(
R√

r2−z2 + 1
)

dz = 2π2rR + 2πr2 ,

*W podre↪czniku do geometrii używanym we wszystkich polskich liceach, gdy autor tego tekstu byÃl uczniem,

twierdzenie to byÃlo podane wraz z dowodem nie korzystaja↪cym w jawnej postaci z caÃlek. Oczywíscie tylko

cze↪́sć uczniów je zauważaÃla.
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wie↪c w drugim — 2π
∫ r

−r

(
R−√r2 − z2

) ·
√

1 +
(

−z√
r2−z2

)2

dz = 2π2rR − 2πr2 . Sumuja↪c

otrzymujemy 4π2rR .

Jest wie↪c widoczne, że za pomoca↪ caÃlek można dać sobie rade↪ z obliczaniem obje↪tości, pól

i dÃlugości. Dodać warto, że cze↪sto wyniki nie daja↪ sie↪ wyrazić za pomoca↪ funkcji elementarnych.

Jednak wyrażenie ich nawet za pomoca↪ samej caÃlki jest ważne, bo wymyślono wiele metod

przybliżonego obliczania caÃlek, wie↪c nawet jeśli mamy wynik nieelementarnie wyrażony, to i tak

można uzyskiwać istotne oszacowania z dokÃladnościa↪ caÃlkowicie wystarczaja↪ca↪ dla zastosowań

w matematyce i poza nia↪. Nie be↪dziemy oczywíscie tych tematów rozwijać w ramach wykÃladu

wprowadzaja↪cego studentów I roku w matematyke↪.

CaÃlki niewÃlaściwe

Spotkalísmy sie↪ przy obliczaniu dÃlugości okre↪gu z problemem caÃlkowania funkcji, która nie byÃla

zdefiniowana w końcu przedziaÃlu, a nawet w obu końcach. Takie funkcje pojawiaja↪ sie↪ w wielu

sytuacjach. Trzeba wie↪c wyjaśnić nieco dokÃladniej jak definiujemy caÃlki i co można wnioskować

z ich istnienia.

Definicja 7.2.10 (caÃlki niewÃlaściwej )

Jeśli funkcja f : [a, b) −→ IR ma funkcje↪ pierwotna↪ i istnieje granica lim
c→b−

∫ c

a
f(x)dx , to granice↪

te↪ nazywamy caÃlka↪ niewÃlaściwa↪ funkcji f na przedziale [a, b) . Oznaczamy ja↪ tak samo, jak

caÃlke↪ wÃlaściwa↪:
∫ b

a
f(x)dx . Jeśli caÃlka niewÃlaściwa jest skończona, to mówimy, że jest zbieżna.

Analogicznie definiowana jest caÃlka niewÃlaściwa z funkcji określonej na przedziale otwarto–

domknie↪tym (a, b] .

Jeśli funkcja jest określona na przedziale otwartym (a, b) i istnieja↪ caÃlki niewÃlaściwe na

przedziaÃlach (a, c] i [c, b) , to ich sume↪, jeśli jest zdefiniowana, nazywamy caÃlka↪ niewÃlaściwa↪
funkcji f na przedziale (a, b) . Oznaczamy jak zwykle symbolem

∫ b

a
f(x)dx .

PrzykÃlad 7.2.9 Obliczymy caÃlke↪
∫ r

−r
1√

r2−x2 dx . Funkcja jest niezdefiniowana w obu końcach

przedziaÃlu, wie↪c rozpatrzymy oddzielnie dwie caÃlki:
∫ r

0
1√

r2−x2 dx oraz
∫ 0

−r
1√

r2−x2 dx . Zachodzi

wzór
∫

1√
r2−x2 dx = arcsin x

r + C , zatem

lim
c→r−

∫ c

0
1√

r2−x2 dx = lim
c→r−

(
arcsin c

r − arcsin 0
r

)
= arcsin r

r = π
2 .

Podobnie lim
c→−r+

∫ 0

c
1√

r2−x2 dx = lim
c→−r+

(
arcsin 0

r − arcsin −r
r

)
= arcsin 1 = π

2 . Obie caÃlki sa↪

skończone, czyli zbieżne. Zgodnie z definicja↪ caÃlka
∫ r

−r
1√

r2−x2 dx jest zbieżna do π
2 + π

2 = π .

PrzykÃlad 7.2.10 Obliczymy caÃlke↪
∫∞
0

1
1+x2 dx . Zachodza↪ równości
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∫∞
0

1
1+x2 dx = lim

c→∞
∫ c

0
1

1+x2 dx = lim
c→∞

(arctg x)
∣∣∣
c

0
= lim

c→∞
(arctg c− arctg 0) = π

2 .

CaÃlka jest wie↪c skończona, zatem funkcja arctg ma caÃlke↪ niewÃlaściwa↪ na póÃlprostej [0,∞) . Bez

trudu stwierdzić można, że zachodzi równość
∫∞
−∞

1
1+x2 dx = π .

PrzykÃlad 7.2.11 Teraz zajmiemy sie↪ caÃlka↪
∫∞
1

xa dx zakÃladaja↪c, że a 6= −1 . Mamy
∫∞
1

xa dx = lim
c→∞

∫ c

1
xa dx = lim

c→∞

(
1

a+1xa+1
) ∣∣∣∣

c

1

= lim
c→∞

ca+1−1
a+1 =

{
+∞ jeśli a > −1 ,
−1
a+1 jeśli a < −1 .

OkazaÃlo sie↪, że im wie↪kszy wykÃladnik tym wie↪ksza caÃlka. Dla ,,dużych” wykÃladników caÃlka

jest nieskończona dla ,,maÃlych” skończona: tym mniejsza im mniejszy wykÃladnik. Oczywíscie

sÃlowa ,,maÃly” i ,,duży” maja↪ znaczenie umowne.

PrzykÃlad 7.2.12 Obliczymy
∫∞
0

e−λx dx zakÃladaja↪c, że λ > 0 , w przypadku λ ≤ 0 wartości

funkcji podcaÃlkowej nie sa↪ mniejsze niż 1, wie↪c caÃlka jest nieskończona, bo musi być wie↪ksza od

pola prostoka↪ta o wysokości 1 i dowolnie dÃlugiej podstawie. Mamy
∫∞
0

e−λx dx = lim
c→∞

∫ c

0
e−λx dx = lim

c→∞
(− 1

λe−λx
) ∣∣∣∣

c

0

λ>0==== 1
λ .

Wykazalísmy wie↪c, że dla każdego λ > 0 funkcja e−λx ma skończona↪ caÃlke↪ niewÃlaściwa↪ na

póÃlprostej [0,∞) .

PrzykÃlad 7.2.13 Wykażemy teraz, że caÃlka
∫ +∞
−∞ e−x2

dx jest skończona. Mamy ex2 ≥ 1+x2

dla każdej liczby rzeczywistej x , wie↪c
∫ c

0
e−x2

dx ≤ ∫ c

0
1

1+x2 dx < π
2 . CaÃlka

∫ c

0
e−x2

dx rośnie

wraz z c , oczywíscie teraz rozważamy tylko c > 0 . Wobec tego granica lim
c→∞

∫ c

0
e−x2

dx istnieje

i jedyna↪ kwestia↪ jest to, czy jest ona skończona. Ponieważ dla każdego c > 0 caÃlka jest mniejsza

niż π
2 , wie↪c ∫∞

0
e−x2

dx = lim
c→∞

∫ c

0
e−x2

dx ≤ π
2 .

SpeÃlnilísmy obietnice↪: udowodnilísmy, że caÃlka jest skończona, choć jej nie obliczylísmy, bo to

jest nieco trudniejsze.

Widać z powyższych przykÃladów, że powody, dla których trzeba rozpatrywać czasem caÃlki

nieoznaczone, bywaja↪ różne. Możemy mieć do czynienia z nieograniczona↪ funkcja lub z nieogra-

niczona↪ dziedzina↪ funkcji. Nie be↪dziemy tych spraw dokÃladnie omawiać, bo jak już wielokrotnie

mówilísmy, studenci nie musza↪ tych kwestii zgÃle↪bić, natomiast powinni troche↪ o nich wiedzieć.

Wypada stwierdzić, że jedna z podstawowych różnic miedzy caÃlka↪ Riemanna i caÃlka↪ nie-

wÃlaściwa↪ jest to, że w przypadku caÃlki niewÃlaściwej nie jest prawdziwe twierdzenie o sumach

Riemanna. W przypadku caÃlki niewÃlaściwej można na ogóÃl po wybraniu drobnego podziaÃlu

dziedziny wybrać w przedziaÃlach, które tworza↪ ten podziaÃl, punkty w taki sposób, że otrzymana

suma Riemanna be↪dzie odlegÃla od caÃlki.
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Jeśli np. rozważamy caÃlke↪
∫ 1

0
1√

1−x2 dx , to dziela↪c przedziaÃl [0, 1] na krótkie przedzia-

liki punktami 0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = 1 , nie jesteśmy w stanie unikna↪ć tego,

że w przedziale [xn−1, xn) funkcja 1√
1−x2 przyjmuje wartości dowolnie duże. Możemy wie↪c

wybrać w nim punkt tn w taki sposób, by liczba xn−xn−1√
1−t2n

byÃla wie↪ksza niż np. 15071410, co

spowoduje, że niezależnie od tego jak wybierzemy punkty w pozostaÃlych przedzialikach wartość

sumy Riemanna be↪dzie wielokrotnie przewyższać dÃlugość okre↪gu o promieniu 1.

Oczywíscie stwarza to problemy z interpretacja↪ caÃlki, ale nic na to nie można poradzić.

CaÃlki niewÃlaściwe pojawiaja↪ sie↪ w naturalny sposób, bo przecież nie można uznać obliczania

dÃlugości okre↪gu za zadanie bardzo sztuczne. Po prostu należy z wie↪ksza↪ ostrożnościa↪ je stosować,

ale należy to robić. We wspomnianym przypadku można np. twierdzić, że rozpatruja↪c nieco

krótszy Ãluk odpowiadaja↪cy przedziaÃlowi [0, c) możemy go przybliżać caÃlka↪, caÃlka
∫ c

0
1√

1−x2 dx

różni sie↪ minimalnie od caÃlki
∫ 1

0
1√

1−x2 dx , wie↪c sumy Riemanna pierwszej z nich, wie↪c wÃlaściwej,

przybliżaja↪ ja↪ wie↪c krótszy Ãluk, ale ten krótszy przybliża dÃluższy, wie↪c suma Riemanna caÃlki∫ c

0
1√

1−x2 dx przybliża ćwierć dÃlugości okre↪gu o promieniu 1.

Ten przykÃlad pokazuje, jak można radzić sobie z tego rodzaju problemami. W dalszym

cia↪gu be↪dziemy przyjmować, że opisane wcześniej interpretacje caÃlek wÃlaściwych (dÃlugości, pola,

obje↪tości) zachowuja↪ sens również w przypadku caÃlek niewÃlaściwych. Pokażemy teraz jak ko-

rzystaja↪c z tych interpretacji można obliczyć caÃlke↪
∫ +∞
−∞ e−x2

dx . Przypomijmy, że funkcja pier-

wotna funkcji e−x2
jest nieelementarna, wie↪c nasze poste↪powania be↪dzie caÃlkowicie odmienne

od prezentowanych dotychczas.

PrzykÃlad 7.2.14 Wykażemy, że
∫ +∞
−∞ e−x2

dx =
√

π . Zaczniemy od obliczenia obje↪tości

zbioru pod wykresem funkcji z = e−x2−y2
, wie↪c funkcji dwu zmiennych x i y . Opiszmy ten

zbiór wzorami: A =
{

(x, y, z): 0 ≤ z ≤ e−x2−y2
}

. Jego obje↪tość to zgodnie z tym, o czym

wcześniej mówilísmy, caÃlka (tym razem niewÃlaściwa) z funkcji P (z) , gdzie P (z) oznacza pole

przekroju zbioru A pÃlaszczyzna↪ pozioma↪ przechodza↪ca↪ przez punkt (0, 0, z) . Ten przekrój

to koÃlo leża↪ce w pÃlaszczyźnie poziomej. SkÃlada sie↪ ono z tych punktów (x, y, z) , dla których

speÃlniona jest nierówność: 0 < z ≤ e−x2−y2
(przypominamy, że liczba z > 0 jest na razie

ustalona). Jest ona równoważna nierówności − ln z ≥ x2 + y2 . Wobec tego kwadrat promienia

tego koÃla jest równy − ln z , wie↪c pole tego koÃla równe jest −π ln z .

Teraz spojrzymy na to zagadnienie z nieco innej strony. Przetniemy zbiór A pÃlaszczyzna↪
prostopadÃla↪ do osi

−−→
OY przechodza↪ca↪ przez punkt (0, y, 0) . Niech S(y) oznacza pole tego

przekroju. Jasne jest, że przekrój skÃlada sie↪ z tych punktów postaci (x, y, z) , dla których

speÃlniona jest nierówność 0 < z ≤ e−x2−y2
, wie↪c ta sama co poprzednio z tym jednak, że tym
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razem ustalona jest liczba y , natomiast liczby x oraz z sie↪ zmieniaja↪ sie↪ w podanych granicach.

To pole to oczywíscie pole pod wykresem funkcji e−x2−y2
, wie↪c równe jest ono

∫ +∞
−∞ e−x2−y2

dx ,

znów caÃlka niewÃlaściwa. Mamy wie↪c S(y) = e−y2 · ∫ +∞
−∞ e−x2

dx ; e−y2
jako wielkość niezależna

od x może i powinna być traktowana jako staÃla, wie↪c można ja↪ wyÃla↪czyć przed caÃlke↪. Liczba
∫ +∞
−∞ e−x2

dx nie zależy od y , wie↪c obje↪tość zbioru A jest równa
∫ +∞
−∞ S(y)dy =

∫ +∞
−∞ e−x2

dx · ∫ +∞
−∞ e−y2

dy .

Oczywíscie
∫ +∞
−∞ e−x2

dx =
∫ +∞
−∞ e−y2

dy — wartość caÃlki z danej funkcji jest niezależna od

nazwy zmiennej. Mamy wie↪c prawo napisać:
(∫ +∞
−∞ e−x2

dx
)2

=
∫ 1

0
π(− ln z)dz = −π

∫ 1

0
ln zdz .

Wystarczy teraz obliczyć
∫ 1

0
ln zdz . Mamy

∫
ln zdz = z ln z − z + C , te↪ caÃlke↪ obliczalísmy już

wcześniej. Wobec tego
∫ 1

0
ln zdz = 1 · ln(1)− 1− (

lim
z→0+

z ln z − z
)

= −1 , bo lim
z→0+

z ln z = 0 , co

można obliczyć korzystaja↪c z reguÃly de l’Hospitala. Wykazalísmy zatem, że zachodzi równość

π =
(∫ +∞
−∞ e−x2

dx
)2

, a wie↪c po wycia↪gnie↪ciu pierwiastka z obu stron otrzymujemy obiecana↪

równość
√

π =
∫ +∞
−∞ e−x2

dx .

Czytelnicy, którzy sÃlyszeli coś o szeregach, z pewnościa↪ zauważyli podobieństwa mie↪dzy

caÃlkami niewÃlaściwymi i szeregami, nawet terminologia jest w podobna. Podamy teraz ważne

twierdzenie, które to podobieństwo podkreśla i które nie mieści sie↪ w programie matematyki dla

studentów chemii.

Twierdzenie 7.2.11 (Kryterium caÃlkowe Cauchy’ego Maclaurina zbieżności szeregu)

Jeśli funkcja f : [1,∞] −→ [1,∞) jest nierosna↪ca, to szereg
∞∑

n=1

f(n) jest zbieżny, czyli cia↪g

o wyrazie f(1) + f(2) + · · · + f(n) ma skończona↪ granice↪, wtedy i tylko wtedy, gdy caÃlka

niewÃlaściwa
∫∞
1

f(x)dx jest zbieżna.

Dowód. Nie ma oczywíscie żadnego problemu z istnieniem caÃlek
∫ c

1
f(c)dx , bowiem ich ist-

nienie jest konsekwencja↪ monotoniczności funkcji f (tego twierdzenia nie dowodzilísmy, jednak

przytoczylísmy je). Podobnie szereg
∞∑

n=1

f(n) ma sume↪ być może nieskończona↪, bo jego wyrazy

sa↪ nieujemne. Funkcja f jest nierosna↪ca, wie↪c nierówność f(n) ≥ ∫ n+1

n
f(x)dx ≥ f(n + 1)

ma miejsce dla każdej liczby naturalnej n . Sta↪d wynika, że
∞∑

n=1

f(n) ≥ ∫∞
1

f(x)dx ≥
∞∑

n=2

f(n) .

Z tej nierówności teza twierdzenia wynika natychmiast.
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Warto podkreślić, że twierdzenie bywa użyteczne w wielu przypadkach, czasem Ãlatwiej

można stwierdzić zbieżność caÃlki a w innych przypadkach — szeregu. Podajemy je tylko po

to, by zilustrować możliwości przeformuÃlowywania zagadnień, nie chcemy jednak wdawać sie↪
w analize↪ przykÃladów. Omówimy jeszcze jedno bardzo proste zastosowanie caÃlek w fizyce.

Środek masy

Przypomnijmy, że środkiem masy ukÃladu dwóch punktów materialnych A,B , których masy

sa↪ równe mA,mB nazywamy taki punkt C odcinka AB , że |AC|mA = |BC|mB (prawo

dźwigni). ZaÃlóżmy, że A = (xA, yA, zA) , B = (xB , yB , zB) . Z twierdzenia Pitagorasa zas-

tosowanego dwukrotnie wynika, że

|AB| =
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2

— jest to dÃlugość przeka↪tnej prostopadÃlościanu (być może zdegenerowanego do prostoka↪ta lub

odcinka), którego krawe↪dzie sa↪ równolegÃle do osi ukÃladu wspóÃlrze↪dnych i którego przeciwlegÃlymi

wierzchoÃlkami sa↪ punkty A i B . Powinna być speÃlniona równość

C = A + mB

mA+mB
(B −A) =

=
(
xA + mB

mA+mB
(xB − xA), yA + mB

mA+mB
(yB − yA), zA + mB

mA+mB
(zB − zA)

)
=

=
(

mAxA+mBxB

mA+mB
, mAyA+mByB

mA+mB
, mAzA+mBzB

mA+mB

)
= mA

mA+mB
A + mB

mA+mB
B .

Przyjmujemy tu, że dodajemy punkty (lub wektory) sumuja↪c ich pierwsze wspóÃlrze↪dne, potem

drugie i trzecie. To samo dotyczy mnożenia punktu (wektora) przez liczbe↪.

Przyjmuje sie↪, że środek masy ukÃladu 3 punktów jest środkiem masy pary punktów, z któ-

rych jeden to którykolwiek z rozpatrywanej trójki, a drugi to środek masy pozostaÃlych dwóch.

Definicja ta nie zależy, jak sie↪ za chwile↪ przekonamy od tego, jak trójke↪ ,,dzielimy”. Gdyby

stwierdzenie to nie byÃlo prawda↪, to definicja musiaÃlaby być zmieniona jako niezbyt dobrze

nadaja↪ca sie↪ do opisu rzeczywistości. Podobnie definiujemy środek masy wie↪kszej liczby punktów

materialnych: wybieramy dwa i zaste↪pujemy je ich środkiem masy (jego masa↪ jest suma mas).

Stosuja↪c te↪ definicje↪ do punktów A1 = (x1, y1, z1) , A2 = (x2, y2, z2) , . . . ,An = (xn, yn, zn)

stwierdzamy, że ich środek masy to

C =
m1

m1 + m2 + · · ·+ mn
A1 +

m2

m1 + m2 + · · ·+ mn
A2 + · · ·+ mn

m1 + m2 + · · ·+ mn
An , czyli

C =
(

m1x1 + m2x2 + · · ·+ mnxn

m1 + m2 + · · ·+ mn
,
m1y1 + m2y2 + · · ·+ mnyn

m1 + m2 + · · ·+ mn
,
m1z1 + m2z2 + · · ·+ mnzn

m1 + m2 + · · ·+ mn

)
.

Z tego wzoru natychmiast wynika, że kolejność punktów jest nieistotna. Wada↪ tego określenia

jest to, że ukÃlady zÃlożone ze skończenie punktów (np. n ) materialnych nie sa↪ jedynymi, z któ-

rymi mamy do czynienia. Wyste↪puja↪ też inne, np. ciaÃla sztywne itp. Pokażemy teraz na

przykÃladach jak poje↪cie środka masy może być uogólnione na inne przypadki.

Zaczniemy od ,,tworu jednowymiarowego”. Be↪dziemy myśleć dla prostoty o cienkim, jed-
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norodnym drucie, który ma ksztaÃlt wykresu funkcji f : [a, b] −→ R . Wyobraźmy sobie, że drut

skÃlada sie↪ z krótkich ,,kawaÃlków” odpowiadaja↪cych podziaÃlowi przedziaÃlu [a, b] na przedziaÃly

[x0, x1] , [x1, x2] , . . . , [xn−1, xn] , przy czym a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.

Ponieważ te kawaÃlki sa↪ krótkie, wie↪c wydaje sie↪ rozsa↪dnym zaÃlożenie, że środek masy i –tego

kawaÃlka to punkt (ti, f(ti)) .* ZaÃlożylísmy, że drut jest jednorodny, co oznacza, że można

przyja↪ć, że masa jest proporcjonalna do dÃlugości. DÃlugość kawaÃlka odpowiadaja↪cego przedzia-

Ãlowi [xi−1, xi] to
∫ xi

xi−1

√
1 + (f ′(t))2dt . Przyjmuja↪c, że masa wÃlaściwa jest równa % możemy

przyja↪ć, że masa i –tego kawaÃlka jest równa

%
∫ xi

xi−1

√
1 + (f ′(t))2 dt ≈ %(xi − xi−1)

√
1 + (f ′(ti))2 .

Wobec tego pierwsza wspóÃlrze↪dna środka masy drutu jest w przybliżeniu równa
t1·%·(x1−x0)·

√
1+(f ′(t1))2+t2·%·(x2−x1)·

√
1+(f ′(t2))2+···+tn·%·(xn−xn−1)·

√
1+(f ′(tn))2

%·(x1−x0)·
√

1+(f ′(t1))2+%·(x2−x1)·
√

1+(f ′(t2))2+···+%·(xn−xn−1)·
√

1+(f ′(tn))2
.

Na mocy twierdzenia o sumach Riemanna wielkość ta jest w przybliżeniu równa∫ b

a
t
√

1 + (f ′(t))2 dt
∫ b

a

√
1 + (f ′(t))2 dt

.

Dla drugiej wspóÃlrze↪dnej środka masy drutu otrzymujemy kolejno wyrażenia
f(t1)·%·(x1−x0)·

√
1+(f ′(t1))2+f(t2)·%·(x2−x1)·

√
1+(f ′(t2))2+···+f(tn)·%·(xn−xn−1)·

√
1+(f ′(tn))2

%·(x1−x0)·
√

1+(f ′(t1))2+%·(x2−x1)·
√

1+(f ′(t2))2+···+%·(xn−xn−1)·
√

1+(f ′(tn))2

oraz

∫ b

a
f(t)

√
1 + (f ′(t))2 dt

∫ b

a

√
1 + (f ′(t))2dt

.

PrzykÃlad 7.2.15 Sprawdzimy jak uzyskane wzory dziaÃlaja↪ w przypadku odcinka. Przyjmi-

jmy, że f(x) = kx + l , gdzie k, l sa↪ ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Rozważamy funkcje↪ f

na przedziale domknie↪tym [a, b] . Dla prostoty przyjmujemy, że % = 1 . Oczywíscie f ′(x) = k

dla każdego x ∈ [a, b] . Niech C = (c1, c2) oznacza środek masy odcinka, którego końcami sa↪
punkty

(
a, f(a)

)
=

(
a, ka + l

)
,

(
b, f(b)

)
=

(
b, kb + l

)
. Stosuja↪c wyprowadzone wzory otrzymu-

jemy

c1 =
∫ b

a
t
√

1+k2 dt∫ b

a

√
1+k2 dt

=
b2−a2

2

√
1+k2

(b−a)
√

1+k2 = b+a
2 oraz

c2 =
∫ b

a
(kt+l)

√
1+k2 dt∫ b

a

√
1+k2 dt

=
(
k b2−a2

2 +l(b−a)
)√

1+k2

(b−a)
√

1+k2 = k b+a
2 + l .

Jak widać otrzymalísmy środek odcinka, czego należaÃlo oczekiwać.

PrzykÃlad 7.2.16 Teraz zajmiemy sie↪ Ãlukiem okre↪gu x2 +y2 = 1 , którego końcami sa↪ punkty

(cos α, sin α) i (cos β, sin β) , 0 ≤ β < α ≤ π . Znów zakÃladamy, że % = 1 . ÃLuk wybralísmy tak,

*Troche↪ nacia↪gamy. Jak sie↪ za chwile↪ przekonamy, środek ciaÃla masy wcale nie musi być punktem tego tego ciaÃla,

najprostszy przykÃlad, to skończony ukÃlad punktów, a inny to Ãluk okre↪gu. Już niedÃlugo!
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by mieściÃl sie↪ w caÃlości w górnym póÃlokre↪gu, bo mówimy jedynie o wykresach funkcji. W tym

wypadku o wykresie funkcji
√

1− x2 , której pochodna↪ jest
(√

1− x2
)′ = 1

2 (1− x2)−1/2 · (−2x) = −x√
1−x2 .

Niech C = (c1, c2) oznacza środek masy tego Ãluku. Mamy wie↪c jak poprzednio

c1 =

∫ cos β

cos α
t

√
1+

(
−t√
1−t2

)2
dt

∫ cos β

cos α

√
1+

(
−t√
1−t2

)2
dt

=

∫ cos β

cos α

t√
1−t2

dt∫ cos β

cos α

1√
1−t2

dt
=

−√1−t2
∣∣cos β

cos α

−arccos(t)
∣∣cos β

cos α

= sin α−sin β
α−β

— przypomnieć warto, że arccos to funkcja odwrotna do funkcji cos rozpatrywanej na prze-

dziale [0, π] . Wzór na jej pochodna↪ można wywnioskować z równości x = arccos(cos x) ; na

przedziale [0, π] funkcja sinus przyjmuje jedynie nieujemne wartości, wie↪c
√

1− cos2 α = sin α

oraz
√

1− cos2 β = sin β . Analogicznie

c2 =

∫ cos β

cos α

√
1−t2

√
1+

(
−t√
1−t2

)2
dt

∫ cos β

cos α

√
1+

(
−t√
1−t2

)2
dt

=

∫ cos β

cos α

√
1−t2√
1−t2

dt∫ cos β

cos α

1√
1−t2

dt
=

t
∣∣cos β

cos α

−arccos(t)
∣∣cos β

cos α

= cos β−cos α
α−β .

Wobec tego środkiem masy jednorodnego Ãluku o końcach (cosα, sin α) i (cos β, sin β) jest(
sin α−sin β

α−β , cos β−cos α
α−β

)
.

Jest on odlegÃly od środka okre↪gu o√(
sin α−sin β

α−β

)2 +
(

cos β−cos α
α−β

)2 =
√

sin2 α−2 sin α sin β+sin2 β+cos2 β−2 cos β cos α+cos2 α
(α−β)2 =

cos(β−α)=cos β cos α+sin β sin α
=======================

√
2−2 cos(β−α)

(α−β)2
cos(2γ)=1−2 sin2 γ
=============

=

√
4 sin2 α−β

2
(α−β)2 = sin α−β

2
α−β

2
< 1 .

Widzimy wie↪c, że środek masy tego Ãluku znajduje sie↪ poza tym Ãlukiem. Można sobie wyobrazić,

że do Ãluku doÃla↪czono cie↪ciwe↪, na której jest on oparty i obszar ograniczony przez Ãluk i cie↪ciwe↪
wypeÃlniono substancja↪ doskonale sztywna↪ o masie 0, masa cie↪ciwy jest również równa 0. Wtedy

środek masy tego nowego (abstrakcyjnego) tworu pokrywa sie↪ ze środkiem masy Ãluku i można

myśleć, że jest to punkt, w którym to ciaÃlo należy podeprzeć, by miaÃlo szanse znaleźć sie↪ w rów-

nowadze w polu grawitacyjnym Ziemi. Nie wydaje sie↪, by ten wynik byÃl caÃlkiem oczywisty, choć

oczywíscie nie używaja↪c caÃlek też można go uzyskać (niekoniecznie w póÃl minuty).

Uwaga 7.2.12 Jeśli a < b < c i f : [a, c] → R jest funkcja↪ o cia↪gÃlej pochodnej, Ca = (xa, ya)

jest środkiem masy wykresu funkcji f : [a, b] −→ R , Cc = (xc, yc) — środkiem masy wykresu

funkcji f : [b, c] −→ R przy zaÃlożeniu, że % = 1 , to środkiem masy wykresu funkcji f : [a, c] −→ R
jest punkt

C = ma

ma+mc
Ca + mc

ma+mc
Cc ,

gdzie ma =
∫ b

a

√
1 +

(
f ′(t)

)2
dt , mc =

∫ c

b

√
1 +

(
f ′(t)

)2
dt sa↪ masami odpowiednio wykresów
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funkcji f : [a, b] → R i f : [b, c] → R .

Wynika to natychmiast z wzoru
∫ c

a
g(t)dt =

∫ b

a
g(t)dt +

∫ c

b
g(t)dt : jeśli C = (u, v) , to

u =

∫ c

a
t

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ c

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

=

=

∫ b

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ c

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

·
∫ b

a
t

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ b

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

+

∫ c

b

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ c

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

·
∫ c

b
t

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ c

b

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

=

= ma

ma+mc
xa + mc

ma+mc
xc oraz

v =

∫ c

a
f(t)

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ c

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

=

=

∫ b

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ c

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

·
∫ b

a
f(t)

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ b

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

+

∫ c

b

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ c

a

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

·
∫ c

b
f(t)

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

∫ c

b

√
1+

(
f ′(t)

)2
dt

=

= ma

ma+mc
ya + mc

ma+mc
yc .

Oznacza to, że definicja środka masy, która↪ podalísmy jest niesprzeczna z czynionym w trakcie

wyprowadzania wzoru na jego wspóÃlrze↪dne zaÃlożeniem, że można fragmenty ciaÃla zaste↪pować

ich środkami masy i traktować później jako punkty materialne.

PrzykÃlad 7.2.17 (Trójka↪t)

Znajdziemy środek obwodu trójka↪ta, znów zakÃladamy, że % = 1 , którego wierzchoÃlkami sa↪
punkty A,B, C ∈ R2 . ZaÃlóżmy, że boki leża↪ce naprzeciwko wierzchoÃlków A , B i C maja↪
odpowiednio dÃlugości a , b i c , czyli że masy tych boków równe sa↪ a, b, c . Wtedy środkami

mas boków a , b i c sa↪ punkty B+C
2 , C+A

2 i A+B
2 , w których umieszczono masy a , b i c .

Zgodnie z omówionymi wcześniej wzorami środkiem masy tego ukÃladu trzech punktów materi-

alnych jest punkt

M = a
a+b+c · B+C

2 + b
a+b+c · A+C

2 + c
a+b+c · A+B

2 = b+c
2(a+b+c)A + c+a

2(a+b+c)B + a+b
2(a+b+c)C

Można też spojrzeć na te↪ równość inaczej: umieszczono w wierzchoÃlku A mase↪ b + c , w wierz-

choÃlku B — mase↪ c + a , w wierzchoÃlku C — mase↪ a + b , wtedy środkiem masy ukÃladu tych

trzech punktów materialnych jest punkt
b+c

2(a+b+c)A + c+a
2(a+b+c)B + a+b

2(a+b+c)C ,

czyli środek masy obwodu trójka↪ta. Można zapytać: w jakich trójka↪tach środek masy obwodu

trójka↪ta pokrywa sie↪ z punktem A+B+C
3 , czyli środkiem masy ukÃladu trzech punktów materi-

alnych A,B, C z równymi masami? Odpowiedź na to pytanie jest prosta, jeśli punkty A,B, C

nie leża↪ na jednej prostej (czyli sa↪ wierzchoÃlkami trójka↪ta). Jest tak w trójka↪cie równobocznym

(oczywiste) i tylko w nim, co zaraz wykażemy. Rzecz w tym, że jeśli te dwa punkty pokrywaja↪
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sie↪, to
b+c

2(a+b+c)A + c+a
2(a+b+c)B + a+b

2(a+b+c)C = A + c+a
2(a+b+c) (B −A) + a+b

2(a+b+c) (C −A) oraz
A+B+C

3 = A + 1
3 (B −A) + 1

3 (C −A) .

Wobec tego z równości
b+c

2(a+b+c)A + c+a
2(a+b+c)B + a+b

2(a+b+c)C = A+B+C
3

wynika, że
(

c+a
2(a+b+c) − 1

3

)
(B − A) =

( − b+a
2(a+b+c) + 1

3

)
(C − A) , a ponieważ wektory

−−−−→
B −A

i
−−−−→
C −A nie sa↪ równolegÃle,* wie↪c musza↪ zachodzić równości: c+a

2(a+b+c) − 1
3 = 0 = − b+a

2(a+b+c) + 1
3 .

Sa↪ one równoważne równościom a+ c = 2b i a+ b = 2c . Z nich wynika, że 2b− c = a = 2c− b ,

wie↪c 3b = 3c , czyli b = c . Wtedy również a = b , co oznacza, że trójka↪t jest równoboczny.

Warto jeszcze zauważyć, że jeśli w wierzchoÃlkach trójka↪ta umieścimy równe masy, to środkiem

masy ukÃladu takich trzech punktów materialnych be↪dzie punkt przecie↪cia środkowych trójka↪ta,

czyli punkt zwany środkiem cie↪żkości trójka↪ta. Jest tak, bo środek masy ukÃladu dwóch punktów

materialnych A, B o równych masach m, środek odcinka Ãla↪cza↪cego te punkty, w którym

umieszczamy mase↪ 2m . Teraz szukamy środka masy punktu C z masa↪ m i punktu A+B
2

z masa↪ 2m . Jest to punkt m
m+2mC + 2m

m+2m
A+B

2 = A+B+C
3 , zgodnie z obietnica↪.

Zadanko: wykazać, że w przypadku punktów A,B, C leża↪cych na jednej prostej wypowiedziane

wyżej twierdzenie nie jest prawdziwe, czyli podać przykÃlad trzech punktów materialnych A,B, C

leża↪cych na jednej prostej, których środkiem masy jest punkt A+B+C
3 , chociaż masy w nich

umieszczone nie sa↪ równe.

Warto dodać, że w różnych przypadkach nie można zakÃladać, że ge↪stość masy jest staÃla, np.

cze↪́sć drutu może być zrobiona z jednego metalu, inna cze↪́sć z drugiego. W przypadku badania

ruchu np. statku kosmicznego, też nie bardzo można zakÃladać, że ge↪stość masy jest staÃla: inna↪
maja↪ np. ściany (pancerz!), inna↪ kosmonauci, jeszcze inna↪ powietrze, którym oddychaja↪ ludzie.

Ten komentarz wyjaśnia, że w zasadzie nawet trudno zakÃladać, że ge↪stość masy jest cia↪gÃla, na

ogóÃl nie jest, ale takimi kwestiami zajmować sie↪ nie be↪dziemy. ZaÃlóżmy na razie, że mamy do

czynienia z ciaÃlem, którego ksztaÃlt jest dobrze opisany jako wykres funkcji f : [a, b] −→ R , która

ma cia↪gÃla↪ pochodna↪ w przedziale [a, b] . Myślimy o wartości funkcji % jak o granicy ilorazu
m(x1,x2)
`(x1,x2)

, liczba `(x1, x2) oznacza dÃlugość fragmentu wykresu funkcji f , którego końcami sa↪
punkty (x1, f(x1)) i (x2, f(x2)) , a liczba m(x1, x2) — jego mase↪, x1 ≤ x ≤ x2 , przechodzimy

do granicy przy x2 − x1 −→ 0 . ZakÃladamy, że ta granica istnieje i że jest funkcja↪ cia↪gÃla↪
na x [a, b] .

Niech a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b be↪da↪ takimi punktami przedziaÃlu [a, b] , że

różnice xi − xi−1 sa↪ ,,maÃle” dla i = 1, 2, . . . , n . Niech xi−1 ≤ ti ≤ xi . W takiej sytuacji masa

*bo punkty A,B,C nie leża↪ na jednej prostej.
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wykresu funkcji f : [a, b] −→ R jest równa w przybliżeniu

%(t1)
√

(x1 − x0)2 +
(
f(x1)− f(x0)

)2 + %(t2)
√

(x2 − x1)2 +
(
f(x2)− f(x1)

)2 + · · ·+

+ %(tn)
√

(xn − xn−1)2 +
(
f(xn)− f(xn−1)

)2 =

= %(t1)(x1 − x0)
√

1 +
(
f ′(τ1)

)2 + %(t2)(x2 − x1)
√

1 +
(
f ′(τ2)

)2 + · · ·+

+ %(tn)(xn − xn−1)
√

1 +
(
f ′(τn)

)2 ,

istnienie liczb τ1, τ2, . . . , τn wynika z twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej; oczywíscie

xi−1 < τi < xi dla i = 1, 2, . . . , n . Liczby t1, t2, . . . , tn zostaÃly wybrane dowolnie z przedziaÃlów

[x0, x1] , [x2, x1] , . . . , [xn−1, xn] . Wobec tego nic nie stoi na przeszkodzie, by przyja↪ć, że ti = τi

dla wszystkich i . Wtedy masa wykresu funkcji f : [a, b] −→ R równa jest w przybliżeniu

%(τ1)(x1 − x0)
√

1 +
(
f ′(τ1)

)2 + %(τ2)(x2 − x1)
√

1 +
(
f ′(τ2)

)2 + · · ·+

+ %(τn)(xn − xn−1)
√

1 +
(
f ′(τn)

)2 .

Prowadzi to, na mocy twierdzenia o sumach Riemanna, do stwierdzenia, że masa krzywej równa

jest ∫ b

a

%(t)
√

1 +
(
f ′(t)

)2
dt .

Możemy teraz zastanowić sie↪ nad wspóÃlrze↪dnymi środka masy tej krzywej. Oznaczmy go

przez C = (c1, c2) . Rozumuja↪c tak, jak w przypadku staÃlej ge↪stości otrzymujemy przybliżone

równości:

c1 ≈ τ1%(τ1)(x1−x0)
√

1+(f ′(τ1))2+···+τn%(τn)%(xn−xn−1)
√

1+(f ′(τn))2

%(τ1)(x1−x0)
√

1+(f ′(t1))2+···+%(τn)(xn−xn−1)
√

1+(f ′(tn))2
oraz

c2 ≈ f(τ1)%(τ1)(x1−x0)
√

1+(f ′(τ1))2+···+f(τn)%(τn)%(xn−xn−1)
√

1+(f ′(τn))2

%(τ1)(x1−x0)
√

1+(f ′(t1))2+···+%(τn)(xn−xn−1)
√

1+(f ′(tn))2
.

Sta↪d i z twierdzenia o sumach Riemanna wnioskujemy, że

c1 =
∫ b

a
t%(t)

√
1+(f ′(t))2 dt∫ b

a
%(t)
√

1+(f ′(t))2 dt
i c2 =

∫ b

a
f(t)%(t)

√
1+(f ′(t))2 dt∫ b

a
%(t)
√

1+(f ′(t))2 dt
.

Z punktu widzenia matematyka te równości to definicja środka masy, dla fizyka to zapewne

twierdzenie, którego dowód podany zostaÃl wyżej.

Zajmiemy sie↪ teraz środkiem masy obszaru pÃlaskiego. Dla uproszczenia zajmować sie↪ be↪-

dziemy obszarem postaci G = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)} , gdzie f : [a, b] −→ [0,∞)

oznacza funkcje↪ cia↪gÃla↪. ZakÃladamy od razu, że masa nie ma staÃlej ge↪stości i oznaczamy ge↪stość

masy przez %(x, y) — definicja ge↪stości analogiczna do poprzednio podanej z tym, że teraz

rozpatrujemy zbiory dwuwymiarowe, wie↪c możemy np. dzielić mase↪ maÃlego koÃla przez jego pole

i obliczać granice↪ zakÃladaja↪c, że promień da↪ży do 0 . Tak jak poprzednio zakÃladamy, że % jest

funkcja↪ cia↪gÃla↪ w zbiorze G .
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Znów podzielimy przedziaÃl [a, b] na krótkie przedziaÃly:

a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b .

Zaczniemy od jednego pionowego ,,paska”:

Si = {(x, y) : xi−1 ≤ x ≤ xi, 0 ≤ y ≤ f(x)} .

Można przyja↪ć, że ze wzgle↪du na cia↪gÃlość ge↪stości masy % i znikoma↪ szerokość Si ge↪stość

zależy tylko od zmiennej y . Rozumuja↪c tak jak w przypadku krzywej dochodzimy do wniosku,

że środek masy zbioru Si to
(

ti,

∫ f(ti)

0
s%(ti,s)ds∫ f(ti)

0
%(ti,s)ds

)
, gdzie ti oznacza odpowiednio dobrany punkt

przedziaÃlu [xi−1, xi] . Można wie↪c przyja↪ć (i to wÃlaściwie robimy), że środkiem masy pionowego

odcinka o końcach (x, 0) , (x, f(x)) jest punkt
(

x,

∫ f(x)

0
s%(x,s)ds∫ f(x)

0
%(x,s)ds

)
i że masa w nim skupiona to

∫ f(x)

0
%(x, s)ds . Niech C = (c1, c2) oznacza poszukiwany środek masy obszaru G . Rozumuja↪c

tak jak poprzednio stwierdzamy, że

c1=
∫ b

a

(
x
∫ f(x)

0
%(x,s)ds

)
dx∫ b

a

(∫ f(x)

0
%(x,s)ds

)
dx

,

c2 =

∫ b

a

(∫ f(x)

0
s%(x,s)ds∫ f(x)

0
%(x,s)ds

·
∫ f(x)

0
%(x,s)ds

)
dx

∫ b

a

(∫ f(x)

0
%(x,s)ds

)
dx

=
∫ b

a

(∫ f(x)

0
s%(x,s)ds

)
dx∫ b

a

(∫ f(x)

0
%(x,s)ds

)
dx

.

Widzimy, że w obu wzorach mianownik jest taki sam: to masa zbioru G . W liczniku caÃlkujemy

raz pierwsza↪ wspóÃlrze↪dna↪ wymnożona↪ przez ge↪stość masy, raz druga↪. Dodać należy, że można

rozpatrzeć zbiór ograniczony z góry wykresem funkcji cia↪gÃlej g: [a, b] −→ R i z doÃlu wykresem

funkcji cia↪gÃlej f : [a, b] −→ R zaÃlożywszy, że f(x) ≤ g(x) dla a ≤ x ≤ b . Jest mniej wie↪cej

jasne, że uzyskane wzory be↪da↪ wygla↪dać tak:

c1=

∫ b

a

(
x

∫ g(x)

f(x)
%(x, s)ds

)
dx

∫ b

a

( ∫ g(x)

f(x)
%(x, s)ds

)
dx

, c2 =

∫ b

a

(∫ g(x)

f(x)
s%(x, s)ds

)
dx

∫ b

a

(∫ g(x)

f(x)
%(x, s)ds

)
dx

. (śr.m.)

Podkreślić wypada, że rozważania poprzedzaja↪ce te wzory to nie dowód (przynajmniej nie

z punktu widzenia matematyka) — sa↪ to argumenty za przyje↪ciem, że wzory (śr.m.) definiuja↪
środek masy zbioru G = {x, y : a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)} przy zaÃlożeniu, że funkcja

cia↪gÃla %: G −→ [0,∞) jest ge↪stościa↪ masy. Zapewne fizyk teoretyk byÃlby skÃlonny zgodzić sie↪
z matematykiem, ale fizyk eksperymentator uznaÃlby te rozważania za dowód. Nie be↪dziemy teraz

rozważać żadnych przykÃladów ze zmienna↪ ge↪stościa↪ masy, wie↪c na zakończenie tych rozważań

napiszmy jeszcze, że w przypadku staÃlej ge↪stości, dla prostoty przyjmujemy % ≡ 1 , otrzymujemy

c1=
∫ b

a
x
(
g(x)−f(x)

)
dx∫ b

a

(
g(x)−f(x)

)
dx

, c2 =

∫ b

a

(∫ g(x)

f(x)
sds

)
dx∫ b

a

(
g(x)−f(x)

)
dx

=
∫ b

a

1
2

(
(g(x))2−(f(x))2

)
dx∫ b

a

(
g(x)−f(x)

)
dx

(śr.m.’)
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PrzykÃlad 7.2.18 Znajdziemy teraz środek masy trójka↪ta zakÃladaja↪c, że ge↪stość masy równa

jest 1 we wszystkich jego punktach (tzn. trójka↪t jest jednorodny). ZaÃlóżmy, że wierzchoÃlkami

trójka↪ta sa↪ punkty A = (0, 0) , B = (b1, b2) i C = (c1, c2) przy czym 0 ≤ c1 ≤ b1 , b1 > 0 .

Oczywíscie zakÃladamy, że A 6= B 6= C 6= A . ZakÃladamy też, że −b2c1 + b1c2 > 0 , ten warunek

mówi, że punkt C leży ,,nad” prosta↪ −b2x+ b1y = 0 , która przechodzi przez punkty A i B .♥

Niech f(x) = b2
b1

x . Wykresem funkcji f jest prosta AB . Ograniczmy jej dziedzine↪ do przedzia-

Ãlu [0, b1] . Wtedy jej wykresem jest odcinek AB. Na tym samym przedziale określimy funkcje↪ g :

g(x) = c2
c1

x dla 0 ≤ x ≤ c1 i g(x) = b2−c2
b1−c1

(x − c1) + c2 = b2−c2
b1−c1

(x − b1) + b2 dla c1 ≤ x ≤ b1,

oczywíscie jeśli c1 = 0 — obowia↪zuje jedynie drugi wzór, a jeśli c1 = b1 — tylko pierwszy.

Funkcje f, g zdefiniowalísmy, by móc stwierdzić, że zbiór

G = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ b1, f(x) ≤ y ≤ g(x)}
jest trójka↪tem o wierzchoÃlkach A,B, C i zastosować wzory na wspóÃlrze↪dne środka masy tak

określonego zbioru. Niech M = (m1,m2) be↪dzie środkiem masy G . Znajdziemy najpierw pole

|G| trójka↪ta G . Mamy

|G| = ∫ b1
0

(
g(x)− f(x)

)
dx =

∫ c1

0

(
g(x)− f(x)

)
dx +

∫ b1
c1

(
g(x)− f(x)

)
dx =

=
∫ c1

0

(
c2
c1
− b2

b1

)
xdx +

∫ b1
c1

(
b2−c2
b1−c1

(x− b1) + b2 − b2
b1

x
)
dx =

=
∫ c1

0
b1c2−b2c1

b1c1
xdx +

∫ b1
c1

(
b2−c2
b1−c1

(x− b1)− b2
b1

(x− b1)
)
dx =

=
∫ c1

0
b1c2−b2c1

b1c1
xdx +

∫ b1
c1

(
b2−c2
b1−c1

− b2
b1

)
(x− b1)dx =

=
(

b1c2−b2c1
b1c1

x2

2

)∣∣∣
c1

0
+

(
b2c1−b1c2
b1(b1−c1)

(x−b1)
2

2

)∣∣∣
b1

c1

=

= b1c2−b2c1
b1c1

c2
1
2 − b2c1−b1c2

b1(b1−c1)
(c1−b1)

2

2 = b1c2−b2c1
2b1

(c1 + b1 − c1) = 1
2

(
b1c2 − b2c1

)

— otrzymalísmy wzór na pole trójka↪ta, oczywíscie moglísmy obej́sć sie↪ bez caÃlek, ale z caÃlkami

jest wygodniej ze wzgle↪du na stosowany tu opis trójka↪ta. Teraz trzeba znaleźć jeszcze dwie

caÃlki. Mamy

m1|G| =
∫ b1
0

x
(
g(x)− f(x)

)
dx =

∫ c1

0
x
(
g(x)− f(x)

)
dx +

∫ b1
c1

x
(
g(x)− f(x)

)
dx =

=
∫ c1

0

(
c2
c1
− b2

b1

)
x2dx +

∫ b1
c1

x
(

b2−c2
b1−c1

(x− b1) + b2 − b2
b1

x
)
dx =

=
∫ c1

0
c2b1−c1b2

c1b1
x2dx +

∫ b1
c1

x
(

b2−c2
b1−c1

(x− b1)− b2
b1

(x− b1)
)
dx =

=
∫ c1

0
c2b1−c1b2

c1b1
x2dx +

∫ b1
c1

(
b2−c2
b1−c1

− b2
b1

)
(x2 − b1x)dx =

=
(

c2b1−c1b2
c1b1

x3

3

)∣∣∣
c1

0
+

(
b2c1−b1c2
b1(b1−c1)

(
x3

3 − b1
x2

2

))∣∣∣
b1

c1

=

♥ Każdy trójka↪t można przesuna↪ć bez obracania, tak, by jego skrajny lewy punkt znalazÃl sie↪ na osi OY , jeśli

tych skrajnych lewych punktów jest wiele, to na osi rze↪dnych znajduje sie↪ caÃly bok, trójka↪t przesuwamy tak,

by najniższy ze skrajnych lewych punktów znalazÃl sie↪ w pocza↪tku ukÃladu wspóÃlrze↪dnych. Jedyne ograniczaja↪ce

zaÃlożenie to c1≤b1 , ale rozważenie drugiego przypadku nie nastre↪cza żadnych trudności. Zreszta↪, gdybyśmy

dopuścili obroty nie ograniczaja↪c sie↪ do przesuwania w ogóle żadnych kÃlopotów tego rodzaju by nie byÃlo.
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= c2b1−c1b2
c1b1

c3
1
3 + b2c1−b1c2

b1(b1−c1)

(
b31−c3

1
3 − b1

b21−c2
1

2

)
=

= (b1c2−b2c1)c
2
1

3b1
+ b2c1−b1c2

b1

(
b21+b1c1+c2

1
3 − b1

b1+c1
2

)
=

= c2
1(b1c2−b2c1)

3b1
+ b2c1−b1c2

b1
· −b21−b1c1+2c2

1
6 = (b1c2−b2c1)

6b1

(
2c2

1 + b2
1 + b1c1 − 2c2

1

)
=

= (b1c2−b2c1)(b1+c1)
6 ,

zatem m1 = b1+c1
3 = 0+b1+c1

3 . Otrzymalísmy wzór zgodny z obietnica↪: pierwsza środka masy

trójka↪ta jednorodnego to średnia arytmetyczna pierwszych wspóÃlrze↪dnych jego wierzchoÃlków.

Znajdziemy druga↪ wspóÃlrze↪dna↪. Środek masy odcinka jednorodnego [f(x), g(x)] to oczywíscie
f(x)+g(x)

2 , jego (umowna) masa to g(x)− f(x) , zatem m2|G| = 1
2

∫ b1
0

(
g(x)2− f(x)2

)
dx =

= 1
2

∫ c1

0
x2

((
c2
c1

)2 − (
b2
b1

)2
)

dx + 1
2

∫ b1
c1

((
b2−c2
b1−c1

(x− b1) + b2

)2 − (
b2
b1

x
)2

)
dx =

= 1
2

∫ c1

0
b21c2

2−b22c2
1

b21c2
1

x2dx + 1
2

∫ b1
c1

[
b2−c2
b1−c1

(x− b1) + b2 − b2
b1

x
][

b2−c2
b1−c1

(x− b1) + b2 + b2
b1

x
]
dx =

= b21c2
2−b22c2

1
6b21c2

1
c3
1 + 1

2

∫ b1
c1

[
b2c1−b1c2
b1(b1−c1)

(x− b1)
][

2b1b2−b1c2−b2c1
b1(b1−c1)

(x− b1) + 2b2

]
dx =

= b21c2
2−b22c2

1
6b21

c1 + 1
2

∫ b1
c1

[
b2c1−b1c2
b1(b1−c1)

2b1b2−b1c2−b2c1
b1(b1−c1)

(x− b1)2 + 2b2
b2c1−b1c2
b1(b1−c1)

(x− b1)
]
dx =

= b21c2
2−b22c2

1
6b21

c1 +
[

(b2c1−b1c2)(2b1b2−b1c2−b2c1)
6b21(b1−c1)2

(x− b1)3 + b2
b2c1−b1c2
2b1(b1−c1)

(x− b1)2
]∣∣∣

b1

c1

=

= b21c2
2−b22c2

1
6b21

c1 −
[

(b2c1−b1c2)(2b1b2−b1c2−b2c1)
6b21(b1−c1)2

(c1 − b1)3 + b2
b2c1−b1c2
2b1(b1−c1)

(c1 − b1)2
]

=

= (b21c2
2−b22c2

1)c1−(b2c1−b1c2)(2b1b2−b1c2−b2c1)(c1−b1)+3b1b2(b2c1−b1c2)(c1−b1)

6b21
=

= (b1c2 − b2c1)
(b1c2+b2c1)c1+(2b1b2−b1c2−b2c1)(c1−b1)−3b1b2(c1−b1)

6b21
=

= (b1c2 − b2c1)
−b1b2c1−(−b1b2−b1c2−b2c1)b1

6b21
= (b1c2 − b2c1) b2+c2

6 = b1c2−b2c1
2 · b2+c2

3 .

Wynika sta↪d, że m2 = b2+c2
3 = 0+b2+c2

3 , a to jest wynik, który chcielísmy uzyskać. Po dÃlugich

i cie↪żkich cierpieniach zakończylísmy dowód tego, że środek cie↪żkości trójka↪ta jest środkiem

masy jednorodnego trójka↪ta. No i nareszcie KONIEC!

Pokażemy jak można to rozumowanie skrócić. Zaczniemy od pola trójka↪ta. Znajdziemy

najpierw odlegÃlość punktu C = (c1, c2) od prostej b2x− b1y = 0 . Prosta skÃlada sie↪ z punktów

postaci (tb1, tb2) , t ∈ R . Znajdziemy najmniejsza↪ z liczb
√

(c1 − tb1)2 + (c2 − tb2)2 . Mamy

(c1 − tb1)2 + (c2 − tb2)2 = t2(b2
1 + b2

2)− 2t(b1c1 + b2c2) + c2
1 + c2

2 =

= (b2
1 + b2

2)
(
t− b1c1+b2c2

b21+b22

)2 − (b1c1+b2c2)
2

b21+b22
+ c2

1 + c2
2 .

Sta↪d wynika, że najmniejsza wartość wyrażenia (c1 − tb1)2 + (c2 − tb2)2 jest równa

− (b1c1+b2c2)
2

b21+b22
+ c2

1 + c2
2 = (b21+b22)(c

2
1+c2

2)−(b1c1+b2c2)
2

b21+b22
=

= b21c2
1+b22c2

1+b21c2
2+b22c2

2−(b21c2
1+b22c2

2+2b1b2c1c2)

b21+b22
= b22c2

1+b21c2
2−2b1b2c1c2

b21+b22
= (b1c2−b2c1)

2

b21+b22
.

Wynika sta↪d, że odlegÃlość punktu C = (c1, c2) od prostej b2x−b1y = 0 jest równa |b1c2−b2c1|√
b21+b22

=
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= b1c2−b2c1√
b21+b22

.♥ Znaleźlísmy wysokość trójka↪ta ABC . Jego pole to

| 4 (ABC)| = 1
2 ·

√
b2
1 + b2

2 · b1c2−b2c1√
b21+b22

= b1c2−b2c1
2 .

A teraz już pora na środek masy trójka↪ta ABC ale ,,na raty”. Punkt D := (c1,
b2c1
b1

) leży

na boku AB trójka↪ta ABC . Jeśli 0 < c1 < b1 , to odcinek CD dzieli trójka↪t ABC na dwa

trójka↪ty ADC i DBC .

Zachodzi równość |4 (ADC)| = 1
2 · c1 ·

(
c2− b2c1

b1

)
= c1

2b1

(
b1c2− b2c1

)
.♠ Niech E = (e1, e2)

oznacza środek masy trójka↪ta ADB . Mamy w tej sytuacji

e1 · | 4 (ADC)| = e1 · c1
2b1

(
b1c2 − b2c1

)
=

∫ c1

0
x
(

c2
c1

x− b2
b1

x
)
dx =

∫ c1

0
c2b1−c1b2

c1b1
x2 dx =

=
(

c2b1−c1b2
c1b1

x3

3

)∣∣∣
c1

0
= c2b1−c1b2

c1b1

c3
1
3 = (b1c2−b2c1)c

2
1

3b1
,

zatem e1 = 2
3c1 = 1

3

(
0 + c1 + c1

)
. Naste↪pnie

e2 · | 4 (ADC)| = e2 · c1
2b1

(
b1c2 − b2c1

)
=

∫ c1

0
1
2

((
c2
c1

x
)2 − (

b2
b1

x
)2

)
dx =

=
∫ c1

0
1
2

((
c2
c1

)2 − (
b2
b1

)2
)
x2 dx = b21c2

2−b22c2
1

3·2b21c2
1

x3
∣∣∣
c1

0
= b21c2

2−b22c2
1

3·2b21c2
1

c3
1 = (b1c2−b2c1)(b1c2+b2c1)

3·2b21
c1 ,

zatem e2 = b1c2+b2c1
3b1

= 1
3

(
0 + c2 + b2c1

b1

)
.

Pole trójka↪ta DBC równe jest 1
2 (b1 − c1)

(
c2 − b2c1

b1

)
= b1−c1

2b1

(
b1c2 − b2c1

)
.♣

Niech F = (f1, f2) oznacza środek cie↪żkości trójka↪ta DBC . Mamy wie↪c

f1 · | 4 (DBC)| = f1 · b1−c1
2b1

(
b1c2 − b2c1

)
=

=
∫ b1

c1
x
[(

b2−c2
b1−c1

(x− b1) + b2

)− (
b2
b1

(x− b1) + b2

)]
dx =

∫ b1
c1

[
b2−c2
b1−c1

− b2
b1

]
(x2 − b1x)dx =

= − b1c2−b2c1
b1(b1−c1)

∫ b1
c1

(x2 − b1x)dx = − b1c2−b2c1
b1(b1−c1)

(
x3

3 − b1
x2

2

)∣∣∣
b1

c1

=

= − b1c2−b2c1
b1(b1−c1)

(
b31−c3

1
3 − b1

b21−c2
1

2

)
= − b1c2−b2c1

6b1

(
2(b2

1 + b1c1 + c2
1)− 3b1(b1 + c1)

)
=

= − b1c2−b2c1
6b1

(− b2
1 − b1c1 + 2c2

1

)
= b1c2−b2c1

6b1

(
b2
1 − c2

1 + b1c1 − c2
1

)
=

= (b1c2−b2c1)(b1−c1)
2b1

· 1
3 ·

(
b1 + c1 + c1

)
.

Wobec tego f1 = 1
3 · (b1 + c1 + c1) .

Znajdziemy druga↪ wspóÃlrze↪dna↪ środka masy trójka↪ta DBC . Zachodza↪ równości

f2 · |4 (DBC)| = f2 · b1−c1
2b1

(
b1c2− b2c1

)
= 1

2

∫ b1
c1

[(
b2−c2
b1−c1

(x− b1)+ b2

)2−(
b2
b1

(x− b1)+ b2

)2]
dx =

=
(

b1−c1
6(b2−c2)

(
b2−c2
b1−c1

(x− b1) + b2

)3 − b1
6b2

(
b2
b1

(x− b1) + b2

)3
)∣∣∣

b1

c1

=

= b1−c1
6(b2−c2)

b3
2 − b1

6b2
b3
2 − b1−c1

6(b2−c2)
c3
2 + b1

6b2

(
b2c1
b1

)3 = b1−c1
6(b2−c2)

(
b3
2 − c3

2

)− b22
6b21

(
b3
1 − c3

1

)
=

= b1−c1
6b21

(
b2
1(b

2
2 + b2c2 + c2

2)− b2
2(b

2
1 + b1c1 + c2

1)
)

=

♥ ZaÃlożylísmy na wste↪pie, że b1c2−b2c1>0 .

♠ Podstawa↪ jest bok CD

♣ Podstawa↪ jest bok CD
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= b1−c1
6b21

(
b1b2(b1c2 − b2c1) + (b1c2 + b2c1)(b1c2 − b2c1)

)
=

= (b1−c1)(b1c2−b2c1)
6b21

(
b1b2 + b1c2 + b2c1

)
= (b1−c1)(b1c2−b2c1)

2b1
· 1

3 ·
(
b2 + c2 + b2c1

b1

)
.

Wobec tego f2 = 1
3 ·

(
b2 + c2 + b2c1

b1

)
.

Kilka zadań
7.2. 01 Obliczyć obje↪tość stożka obrotowego o promieniu podstawy r > 0 i wysokości h > 0 .

7.2. 02 Obliczyć obje↪tość ostrosÃlupa o polu podstawy P > 0 i wysokości h > 0 .

7.2. 03 Obliczyć obje↪tość elipsoidy x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ≤ 1 .

7.2. 04 Obliczyć dÃlugość krzywej o równaniu: y2 = 4x3 , przy czym y ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 8
9 .

7.2. 05 Obliczyć dÃlugość krzywej o równaniu y = 2
√

x , przy czym 1 ≤ x ≤ 9 .

7.2. 06 Obliczyć dÃlugość krzywej o równaniu y = ln x , przy czym 1 ≤ x ≤ 2 .

7.2. 07 Obliczyć dÃlugość krzywej o równaniu y = ln cos x , przy czym 0 ≤ x ≤ π
4 .

7.2. 08 Porównać caÃlki nie obliczaja↪c ich:

a.
∫ 1

2 π

0
sin6 x dx i

∫ 1
2 π

0
sin3 x dx, b.

∫ 1

0
e−x dx i

∫ 1

0
e−x2

dx .

7.2. 09 Określić znak caÃlki

a.
∫ 2π

0
x sinx dx, b.

∫ 1
1
2

x2 ln x dx , c.
∫ 2

−2
x32x dx, d.

∫ 2π

0
sin x

x dx .

7.2. 10 Obliczyć caÃlki niewÃlaściwe

a.
∫ 1

0
x

1−x dx , b.
∫ 1

0
1
3√x

dx ,

c.
∫∞
0

x2e−x2
dx , wiedza↪c, że

∫∞
0

e−x2
dx = 1

2

√
π , d.

∫∞
0

xe−x2
dx .

7.2. 11 Obliczyć granice↪ cia↪gu (an) przez obliczenie pewnej caÃlki, jeśli an =

(a) 1
n+1 + 1

n+2 + . . . 1
n+n , (b) n

n2+1 + n
n2+22 + . . . + n

n2+n2 ,

(c)
n√

n!
n , (d) 17+27+···+n7

n8 .

7.2. 12 Dla jakich wartości parametru a ∈ R caÃlka
∫ 1

0
xa dx jest skończona?

7.2. 13 Dla jakich wartości parametru a ∈ R caÃlka
∫∞
1

xa dx jest skończona?

7.2. 14 Dla jakich wartości parametru a ∈ R caÃlka
∫∞
1

1
x lna x dx jest skończona?

7.2. 15 Wykazać, że caÃlka
∫∞
0

sin x
x dx jest zbieżna, zaś caÃlka

∫∞
0

∣∣ sin x
x

∣∣ dx jest rozbieżna.

7.2. 16 Obliczyć pochodna↪ funkcji f , jeśli f(x) =

a.
∫ x+1

1
et2 dt , b.

∫ x2

1
et2 dt , c.

∫ 1

x−1
et2 dt , d.

∫ x2

x−1
et2 dt .

7.2. 17 Obliczyć caÃlke↪
a.

∫ 10

1
|x−5|
x−5 (x2 + 1) dx – w punkcie 5 funkcja podcaÃlkowa nie jest zdefiniowana,

b.
∫ 1

−1
(|x|)′(x2 + x) dx – w punkcie 0 funkcja podcaÃlkowa nie jest zdefiniowana,

c.
∫ 1

−1
|x| dx ,

d.
∫ 10

−10
|x2 − 5x + 6| dx .

25
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7.2. 18 Znaleźć środek masy jednorodnego wycinka koÃla {(x, y): x2 + y2 ≤ r2, |y| ≤ x tg α} ,

gdzie r > 0 i 0 < α ≤ π
2 .

7.2. 19 Znaleźć środek masy jednorodnego Ãluku okre↪gu {(x, y): x2 +y2 = r2, |y| ≤ x tg α} , gdzie

r > 0 i 0 < α ≤ π
2 .

7.2. 20 Znaleźć środek masy jednorodnego Ãluku paraboli y = x2 , 0 ≤ x ≤ 3 .

7.2. 21 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru {(x, y): 0 ≤ y ≤ x2, 0 ≤ x ≤ 3} .

7.2. 22 Znaleźć środek masy jednorodnego Ãluku sinusoidy y = sin x , 0 ≤ x ≤ π .

Jedna z caÃlek jest nieelementarna, ale można skorzystać z symetrii.

DÃlugość sinusoidy też nie da sie↪ , wyrazić za pomoca↪ , funkcji elementarnych, wie↪c prosze↪
o przybliżenie. Aby oszacować z doÃlu należy np. rozpatrzyć punkty (0, sin 0) , (π

6 , sin π
6 ) ,

(π
4 , sin π

4 ) , (π
3 , sin π

3 ) , (π
2 , sin π

2 ) i znaleźć dÃlugość Ãlamanej (należy skorzystać ze sprze↪tu

elektronicznego). Aby oszacować z góry należy z wymienionych punktów poprowadzić

proste styczne do wykresu funkcji sinus, znaleźć punkty przecie↪cia stycznych w kolejnych

punktach i obliczyć dÃlugość Ãlamanej opisanej na Ãluku sinusoidy zaczynaja↪cym sie↪ w punkcie

(0, sin 0) a kończa↪cym sie↪ w punkcie (π
2 , sin π

2 ) . Porównać wyniki szacowania.

7.2. 23 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru {(x, y): 0 ≤ y ≤ sinx, 0 ≤ x ≤ π} .

7.2. 24 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru ograniczonego parabolami 2x = y2 i 2y = x2 .

7.2. 25 Znaleźć środek masy jednorodnej ćwiartki elipsy

{(x, y): x2

a2 + y2

b2 ≤ 1, 0 ≤ x, 0 ≤ y} .

7.2. 26 Znaleźć środek masy jednorodnej póÃlkuli o promieniu r > 0 .

7.2. 27 Znaleźć środek masy jednorodnej póÃlsfery o promieniu r > 0 .

7.2. 28 Zaleźć środek masy póÃltorusa, tj bryÃly powstaÃlej w wyniku obrotu koÃla o promieniu r > 0

wokóÃl prostej leża↪cej w jego pÃlaszczyźnie w odlegÃlości R > r od środka koÃla.

7.2. 29 Znaleźć środek masy jednorodnego trapezu o wierzchoÃlkach (a, 0) , (b, 0) , (h, c) i (h, d) ,

gdzie a, b, c, d, h sa↪ takimi liczbami rzeczywistymi, że a < b , d < c i h > 0 .

7.2. 30 Dla jakich trójka↪tów środek masy brzegu pokrywa sie↪ ze środkiem masy obszaru trójka↪t-

nego?

7.2. 31 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru D = {(x, y): (x−1)2+y2 ≥ 1 i x2+y2 ≤ 4} .

7.2. 32 Znaleźć pierwsza↪ wspóÃlrze↪dna↪ środka masy jednorodnego Ãluku wykresu logarytmu natural-

nego {(x, y): y = ln x i 1 ≤ x ≤ e} .

7.2. 33 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru D = {(x, y): sin x ≤ y ≤ cosx i 0 ≤ x ≤ π
4 } .

7.2. 34 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru D = {(x, y, z): x2 + y2 ≤ z ≤ 1} .

7.2. 35 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru D = {(x, y): 1
2 ≤ x i x2 + y2 ≤ 1} .

7.2. 36 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru D = {(x, y): 1 ≤ x + y i x2 + y2 ≤ 1} .

7.2. 37 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru D = {(x, y): 0 ≤ y ≤ √
1 + x2 ≤ 2} .
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7.2. 38 Znaleźć środek masy jednorodnego obszaru D = {(x, y): 0 ≤ y ≤ √
1 + x2 ≤ 2} .

7.2. 39 Wykazać, że jeśli 0 ≤ x ≤ 1 , to lim
n→∞

n(n + 1)xn(1− x) = 0 i jednocześnie zachodzi

równość
∫ 1

0

n(n + 1)xn−1(1− x)dx = 1 . Wynika sta↪d, że nie można wnioskować tego, że

caÃlki da↪ża↪ do 0 z tego tylko, że funkcje podcaÃlkowe da↪ża↪ do 0 .

7.2. 40∗ Wyprowadzenie wzoru Wallisa

a. Niech In =
∫ π/2

0
sinn xdx . Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej n ≥ 2 za-

chodzi równość In = n−1
n In−2 . Dla dowodu można dwukrotnie scaÃlkować odpowiednie

funkcje przez cze↪́sci: sinn x = sin x · sinn−1 x = sinn−1 x · (− cosx)′ , . . .

b. Obliczyć I0 oraz I1 , a naste↪pnie I2n i I2n+1 dla dowolnej liczby caÃlkowitej n ≥ 0 .

c. Wykazać, że lim
n→∞

In = 0 .

d. Wykazać, że cia↪g (In) jest maleja↪cy oraz że lim
n→∞

I2n

I2n+1
= 1 .

e. Wykazać, że π
2 = lim

n→∞
1

2n+1

(
2·4·...·2n

1·3·...·(2n−1)

)2

.
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