
Wielomiany

Definicja 17.1 (wielomianu)

Wielomianem w nazywamy taka↪ funkcje↪ określona↪ na R lub na pewnym przedziale,

że istnieja↪ takie liczby a0, a1, . . . , an , że dla każdej liczby x z dziedziny funkcji w

zachodzi równość

w(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 + anxn .

Przypominamy, że zachodza↪ naste↪puja↪ce wzory:

x2 − c2 = (x− c)(x + c) ,

x3 − c3 = (x− c)(x2 + xc + c2) ,

x4 − c4 = (x− c)(x3 + x2c + xc2 + c3) ,

x5 − c5 = (x− c)(x4 + x3c + x2c2 + xc3 + c4) ,

x6 − c6 = (x− c)(x5 + x4c + x3c2 + x2c3 + xc4 + c5) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn − cn = (x− c)(xn−1 + xn−2c + xn−3c2 + . . . + xcn−2 + cn−1) ,

których prawdziwość można sprawdzić wymnażaja↪c wyrażenia znajduja↪ce sie↪ po

prawych stronach równości.

Wynika sta↪d, że jeśli dla pewnego wielomianu w i pewnej liczby c zachodzi

równość w(c) = 0 , to w(x) = w(x)− w(c) =

= a0+a1x+a2x
2+· · ·+an−1x

n−1+anxn−(a0+a1c+a2c
2+· · ·+an−1c

n−1+ancn) =

= a1(x− c) + a2(x2 − c2) + . . . + an−1(xn−1 − xn−1) + an(xn − cn) =

= (x− c)
(
a1 + a2(x + c) + . . . + an−1(xn−2 + xn−3c + . . . + cn−2) +

+ an(xn−1 + xn−2c + . . . + cn−1)
)

=

= (x−c)
(
(a1+a2c+. . .+an−1c

n−2+ancn−1)+(a2+. . .+an−1c
n−3+ancn−2)x+. . .+

+ (an−1 + anc)xn−2 + anxn−1
)

=

= (x− c)(α0 + α1x + . . . + αn−2x
n−1 + αn−1x

n−1) ,

gdzie α0 = a1 + a2c + . . . + an−1c
n−2 + ancn−1 , α1 = a2 + . . . + an−1c

n−3 + ancn−2 ,

αn−2 = an−1 + anc , αn−1 = an .

Udowodnilísmy zatem

Twierdzenie 17.2

Jeśli dla pewnego wielomianu w , w(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 + anxn

i pewnej liczby c zachodzi równość w(c) = 0 , to istnieje taki wielomian v postaci

α0 + α1x + . . . + αn−2x
n−1 + αn−1x

n−1 , że dla każdego x zachodzi równość

w(x) = (x− c)v(x) .

1



Wielomiany MichaÃl Krych

Z tego twierdzenia wynika natychmiast

Twierdzenie 17.3

Jeśli dla pewnego wielomianu w , w(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 + anxn

istnieje n różnych liczb c1, c2, . . . , cn , dla których

w(c1) = 0 , w(c2) = 0 ,. . . ,w(cn) = 0 ,

to w(x) = an · (x− c1) · (x− c2) · . . . · (x− cn) .

Z tego twierdzenia z kolei wynika Ãlatwo naste↪puja↪ce

Twierdzenie 17.4

Jeśli dla pewnego wielomianu w , w(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 + anxn ,

istnieje n + 1 różnych liczb c1, c2, . . . , cn, cn+1 , dla których

w(c1) = 0 , w(c2) = 0 ,. . . ,w(cn) = 0 , w(cn+1) = 0 ,

to 0 = an = an−1 = an−2 = . . . = a0 .

Dowód. Z poprzedniego twierdzenia wynika natychmiast, że

0 = w(cn+1) = an · (cn+1 − c1) · (cn+1 − c2) · . . . · (cn+1 − cn) ,

zatem an = 0 . Wobec tego

w(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 = an−1(x− c1) · (x− c2) · . . . · (x− cn−1) ,

wie↪c 0 = w(cn) = an−1(cn − c1) · (cn − c2) · . . . · (cn − cn−1) , zatem an−1 = 0 .

Kontynuuja↪c otrzymujemy teze↪.

Twierdzenie 17.5 (o jednoznaczności wspóÃlczynników wielomianu)

Jeśli równość a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ amxm = b0 + b1x + b2x

2 + · · ·+ bnxn zachodzi

dla nieskończenie wielu liczb x , to a0 = b0 , a1 = b1 , . . . (przyjmujemy tu, że

0 = am+1 = am+2 = . . . , 0 = bn+1 = bn+2 = . . . ).

Dowód. Przenosimy wszystko na jedna↪ strone↪ równości i z poprzedniego twierdze-

nia otrzymujemy a0 − b0 = 0 , a1 − b1 = 0 , . . .

Uwaga 17.6 W rzeczywistości wystarczy zaÃlożyć, że równość

a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ amxm = b0 + b1x + b2x

2 + · · ·+ bnxn

zachodzi dla k różnych liczb x przy czym k > m i k > n .

Uwaga 17.7 Jeśli zaÃlożymy, że równość

a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ amxm = b0 + b1x + b2x

2 + · · ·+ bnxn

zachodzi dla wszystkich x z pewnego przedziaÃlu, to można twierdzenie o jednoz-

naczności wspóÃlczynnków wielomianu wywnioskować z równości

(a0 + a1x + . . . + amxm)(m) = m!am .
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Teraz możemy przypomnieć definicje↪ stopnia wielomianu.

Definicja 17.8 (stopnia wielomianu)

Jeśli n ≥ 0 i w(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anxn i an 6= 0 , to mówimy, że w jest

wielomianem stopnia n . Stopnia wielomianu zerowego (wszystkie wspóÃlczynniki sa↪
zerami) nie definiujemy, ale przyjmujemy, że ten niezdefiniowany stopień jest mniejszy

od każdej liczby caÃlkowitej nieujemnej (cze↪sto matematycy przyjmuja↪, że stopniem

wielomianu zerowego jest −∞ ). Stopień wielomianu w oznaczamy symbolem st(w)

(albo deg(w) ).

Definicja 17.9 (pierwiastka wielomianu)

Liczba x0 nazywana jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy

w(x0) = 0 .

Twierdzenie 17.10 (o dzieleniu z reszta↪)

Dla dowolnych wielomianów w, v , v 6= 0 istnieje dokÃladnie jedna para wielomianów

q, r takich, że dla każdego x zachodzi równość

w(x) = q(x)v(x) + r(x) i st(r) < st(v) .*

Dowód. Zaczniemy od dowodu istnienia wielomianów q, r. Jeśli st(w) < st(v) , to

przyjmujemy q = 0 i r = w , równość w = qv + r jest oczywíscie speÃlniona oraz

st(r) = st(w) < st(v) .

ZaÃlóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielomianów w stopnia

mniejszego od n i że st(w) = n ≥ k = st(v). Niech w(x) = a0 + a1x + · · · + anxn ,

an 6= 0 i niech v(x) = b0 + b1x + · · · + bkxk , bk 6= 0 . Przyjmijmy, że w1(x) =

=w(x) − an

bk
xn−kv(x) = a0 + a1x + · · · + anxn − an

bk
xn−k[b0 + b1x + · · · + bkxk] =

=a0+a1x+· · ·+an−1x
n−1− an

bk
xn−k[b0+b1x+· · ·+bk−1x

k−1] . Wtedy st(w1) ≤ n−1 .

Istnieja↪ wie↪c wielomiany q1 i r takie, że w1(x) = q1(x)v(x) + r(x) , przy czym

st(r) < st(v) . Przyjmujemy q(x) = an

bk
xn−k + q1(x) . Bez trudu stwierdzamy, że

w(x) = q(x)v(x) + r(x) , co kończy dowód istnienia wielomianów q i r .

Kolej na jednoznaczność. ZaÃlóżmy, że q(x)v(x)+r(x) = q̃(x)v(x)+ r̃(x) . Wtedy

r(x)− r̃(x) = q̃(x)v(x)− q(x)v(x) = v(x)[q̃(x)− q(x)] . Widzimy wie↪c, że st(r− r̃) =

=st(v)+ st(q̃− q) , co jest niemożliwe, gdy st(q̃− q) ≥ 0 , bo wtedy prawa strona jest

wie↪ksza niż lewa. Wobec tego st(q̃− q) < 0 , wie↪c musi być speÃlniona równość q̃ = q .

Wtedy zachodzi równość

*Wielomian q nazywany jest ilorazem, a wielomian r — reszta↪ z dzielenia wielomianu w przez

wielomian v .
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r(x)− r̃(x) = q̃(x)v(x)− q(x)v(x) = v(x)[q̃(x)− q(x)] = v(x) · 0 = 0 ,

czyli r(x) = r̃(x) , co kończy dowód jednoznaczności.

Twierdzenie 17.11 (Bézout)

Reszta z dzielenia wielomianu w , przez wielomian x− c jest równa w(c) .

Dowód. Reszta z dzielenia jakiegokolwiek wielomianu przez wielomian x − c jest

wielomianem stopnia mniejszego niż 1 , wie↪c albo jest wielomianem zerowym, albo

wielomianem stopnia 0 . W obu przypadkach jest to liczba (raczej funkcja staÃla).

Niech r oznacza reszte↪ z dzielenia wielomianu w przez wielomian x − c . Mamy

w(x) = q(x)(x − c) + r , w szczególności w(c) = q(c)(c − c) + r = r , co kończy

dowód.

Naste↪pne twierdzenie pozwala niejako zgadywać, jakie liczby wymierne sa↪ pier-

wiastkami wielomianów, które maja↪ caÃlkowite wspóÃlczynniki. Ma ono spore znaczenie

praktyczne.

Twierdzenie 17.12 ( o wymiernych pierwiastkach niektórych wielomianów)

Jeśli liczby a0, a1, . . . , an, p, q sa↪ caÃlkowite, n ≥ 1 , p, q sa↪ wzgle↪dnie pierwsze (nie

maja↪ wspólnego dzielnika wie↪kszego od 1 ), liczba p
q jest pierwiastkiem wielomianu

w(x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn , to liczba p jest dzielnikiem liczby a0 (wyrazu wolnego

wielomianu w ) a liczba q jest dzielnikiem liczby an (wspóÃlczynnika kieruja↪cego

wielomianu w ).

Dowód. Ponieważ 0 = w
(

p
q

)
= a0 + a1

p
q + a2

(
p
q

)2 + · · ·+ an

(
p
q

)n , wie↪c

0 = 0 · qn =
[
a0 + a1

p
q + a2

(
p
q

)2 + · · ·+ an

(
p
q

)n] · qn =

= a0q
n + a1q

n−1p + a2q
n−2p2 + · · ·+ an−2q

2pn−2 + an−1qp
n−1 + anpn .

Liczba a0q
n + a1q

n−1p + a2q
n−2p2 + · · · + an−2q

2pn−2 + an−1qp
n−1 = −anpn jest

podzielna przez q . Liczby p, q nie maja↪ wspólnego dzielnika wie↪kszego niż 1 , wie↪c

również liczby p i qn sa↪ wzgle↪dnie pierwsze, zatem q jest dzielnikiem an .

Liczba a1q
n−1p + a2q

n−2p2 + · · · + an−2q
2pn−2 + an−1qp

n−1 + anpn = −a0q
n jest

podzielna przez p . Ponieważ liczby p, q nie maja↪ wspólnego dzielnika wie↪kszego

od 1 , wie↪c liczba p jest dzielnikiem liczby a0 . Dowód zostaÃl zakończony.

Wniosek 17.13

Jeżeli liczby a0, a1, . . . , an sa↪ caÃlkowite, n ≥ 1 , a liczba caÃlkowita p jest pier-

wiastkiem wielomianu w(x) = =a0 + a1x + · · · anxn , czyli w(p) = 0 , to jest ona

dzielnikiem liczby a0 (wyrazu wolnego wielomianu w ).
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Z A D A N I A
17. 01 Udowodnić, że funkcja w jest wielomianem stopnia nie wie↪kszego od n wtedy

i tylko wtedy, gdy w(n+1)(x) = 0 dla każdego x .

17. 02 Udowodnić, że wielomian w dzieli sie↪ przez wielomian (x − c)2 wtedy i tylko

wtedy, gdy w(c) = w′(c) = 0 .

17. 03 Udowodnić, że wielomian w dzieli sie↪ przez wielomian (x − c)3 wtedy i tylko

wtedy, gdy w(c) = w′(c) = w′′(c) = 0 .

17. 04 Udowodnić, że funkcja 1
x2+1 nie jest wielomianem.

17. 05 Udowodnić, że funkcja 1
x nie jest wielomianem.

17. 06 Udowodnić, że funkcja 3
√

x nie jest wielomianem.

17. 07 Udowodnić, że funkcja |x| nie jest wielomianem.

17. 08 ZaÃlóżmy, że wielomian a0+a1x+a2x
2+· · ·+an−1x

n−1+xn ma dokÃladnie n pier-

wiastków x1, x2, · · · , xn . Udowodnić, że zachodza↪ naste↪puja↪ce wzory Viète’a:

x1 + x2 + · · ·+ xn = −an−1 ,

x1x2 + x1x3 + · · ·+ x1xn + x2x3 + x2x4 + · · ·+ x2xn + xn−1xn = an−2 ,

x1x2x3 + x1x2x4 + · · ·+ x1x2xn + x1x3x4 + x1x3x5 + · · ·+ x1x3xn + · · ·+
+ xn−2xn−1xn = −an−3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1x2 . . . xn = (−1)nan−1 .

17. 09 Wykazać, że dla każdych trzech punktów (x0, y0) , (x1, y1) , (x2, y2) , które nie

leża↪ na jednej prostej i dla których x0 < x1 < x2 istnieje dokÃladnie jedna trójka

liczb a, b, c taka, że y0 = ax2
0 + bx0 + c , y1 = ax2

1 + bx1 + c , y2 = ax2
2 + bx2 + c .

Udowodnić, że wtedy a 6= 0 .

Oznacza to, że jeśli trzy punkty nie leża↪ na jednej prostej, przy czym żadne dwa

z nich nie leża↪ na jednej prostej pionowej, to wszystkie trzy leża↪ na wykresie

pewnego wielomianu stopnia drugiego.

17. 10 Wykazać, że dla każdych czterech punktów (x0, y0) , (x1, y1) , (x2, y2) , (x3, y3) ,

które nie leża↪ na wykresie wielomianu stopnia mniejszego niż 3 i dla których

x0 < x1 < x2 < x3 istnieje dokÃladnie jedna czwórka liczb a, b, c, d taka, że

y0 = ax3
0 + bx2

0 + cx0 + d , y1 = ax3
1 + bx2

1 + cx1 + d , y2 = ax3
2 + bx2

2 + cx2 + d ,

y3 = ax3
3 + bx2

3 + cx3 + d . Udowodnić, że wtedy a 6= 0 .

Oznacza to, że jeśli cztery punkty nie leża↪ na wykresie wielomianu stopnia ≤ 2 ,

przy czym żadne dwa z nich nie leża↪ na jednej prostej pionowej, to wszystkie

cztery leża↪ na wykresie pewnego wielomianu stopnia trzeciego.

17. 11 Znaleźć wszystkie takie trójki liczb a, b, c , że liczby 1, 2 sa↪ pierwiastkami wielo-
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mianu ax2 + bx + c .

17. 12 Znaleźć wszystkie takie trójki liczb a, b, c , że liczby −2, 2 sa↪ pierwiastkami wielo-

mianu ax2 + bx + c .

17. 13 Znaleźć wszystkie takie pary liczb b, c , że liczby 1 i 2 sa↪ wśród pierwiastków

wielomianu 2x4 − 3x3 + x2 + bx + c .

17. 14 RozÃlożyć na czynniki (x + 13)7 − x7 − 137 .

17. 15 RozÃlożyć na czynniki x4(y − z) + y4(z − x) + z4(x− y) .

17. 16 RozÃlożyć na czynniki x4(y2 − z2) + y4(z2 − x2) + z4(x2 − y2) .

17. 17 RozÃlożyć na czynniki x(y − z)3 + y(z − x)3 + z(x− y)3 .

17. 18 Czy liczba 123456789 dzieli: sie↪ przez 3, przez 5, przez 7, przez 11, przez 13,

przez 17, przez 19?

17. 19 Czy liczba 987654321 dzieli: sie↪ przez 3, przez 5, przez 7, przez 11, przez 13,

przez 17, przez 19?

17. 20 Czy wielomian x44 +x33 +x22 +x11 +1 dzieli sie↪: przez wielomian x5−1 , przez

wielomian x4 + x3 + x2 + x + 1?

17. 21 Wyznaczyć liczby p, q ∈ R tak, by wielomian x4 + px2 + q byÃl podzielny przez:

(i) x2 + 5x + 6 , (ii) x2 + 5x + 7 , (iii) x2 + 6x + 9 .

17. 22 Znaleźć najwie↪ksza↪ wartość wielomianu x(1 − x) . Wykazać, że istnieje taki

wielomian w(x) o wspóÃlczynnikach caÃlkowitych, że jeśli 0 < x < 1 , to zachodzi

nierówność 0 < |w(x)| < 1
2007 .

17. 23 Wykazać, że dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi nierówność

x2 + y2 + z2 + xy + xz + yz ≥ 0

i że staje sie↪ ona równościa↪ wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z = 0 .

17. 24 Rozwia↪zać równanie (x2 − 16x)2 − 2(x2 − 16x)− 63 = 0 .

17. 25 Rozwia↪zać równanie (x2 + x + 1)(x2 + x + 2) = 12 .

17. 26 Rozwia↪zać równanie x2+2x+7
x2+2x+3 = x2 + 2x + 4 .

17. 27 Rozwia↪zać równanie x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = 9
16 .

17. 28 Rozwia↪zać równanie (x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7) = 1680 .

17. 29 Rozwia↪zać równanie (8x + 7)2(4x + 3)(x + 1) = 9
2 .

17. 30 Rozwia↪zać równanie (x2 − 5x + 7)2 − (x− 2)(x− 3) = 1 .

17. 31 Rozwia↪zać równanie x4 + (x− 1)4 = 97 .

17. 32 Rozwia↪zać równanie (5− x)4 + (2− x)4 = 17 .

17. 33 Rozwia↪zać równanie 2x3 − 3x2 + 3x− 2 = 0 .

17. 34 Rozwia↪zać równanie x3 + 4 = 3x2 .

17. 35 Rozwia↪zać równanie x4 − 4x3 − 19x2 + 106x− 120 = 0 .
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17. 36 Rozwia↪zać równanie 2+x3

x4−2x = x2

3 .

17. 37 Rozwia↪zać równanie x6 − 9x2 + 8 = 0 .

17. 38 Rozwia↪zać równanie 2x5 + 5x4 + 11x3 + 14x2 + 11x + 5 = 0 .

17. 39 Rozwia↪zać równanie x4 − 2x3 + 3x2 − 2x + 2 = 0 .

17. 40 RozÃlożyć na czynniki wyrażenie (ab + bc + ca)(a + b + c)− abc .

17. 41 RozÃlożyć na czynniki wyrażenie (a + b + c)3 − a3 − b3 − c3 .

17. 42 RozÃlożyć na czynniki wyrażenie x3 + 5x2 + 3x− 9 .

17. 43 RozÃlożyć na czynniki wyrażenie x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 .

17. 44 RozÃlożyć na czynniki wyrażenie a3 + b3 + c3 − 3abc .

17. 45 RozÃlożyć na czynniki wyrażenie y3(666− x)− x3(666− y) + 6663(x− y) .

17. 46 RozÃlożyć na czynniki wyrażenie (1 + x + x2 + x3 + · · ·+ x100)2 − x100 .

17. 47 RozÃlożyć na czynniki wyrażenie x10 + x5 + 1 .

17. 48 Rozwia↪zać równanie x4 + x3 − 10x2 + x + 1 = 0 .

17. 49 Rozwia↪zać równanie (x + 1)4 = 2(1 + x4) .

17. 50 Rozwia↪zać równanie (3− x)4 + (2− x)4 = (5− 2x)4 .

17. 51 Rozwia↪zać równanie 1
x2−2x+2 + 2

x2−2x+3 = 6
x2−2x+4 .

17. 52 Rozwia↪zać równanie (6x + 5)2(3x + 2)(x + 1) = 35 .

17. 53 Rozwia↪zać równanie
(

x
x+1

)2 +
(

x+1
x

)2 = 17
4 .

17. 54 Rozwia↪zać równanie x+1
x3+x−1 + x3+x−1

x+1 = 2 .

17. 55 Rozwia↪zać równanie x3 + 1 + (x3 + 1)−1 = 2,5 .

17. 56 Rozwia↪zać równanie (x + 1)6 + 20 = 9(x + 1)3 .

17. 57 Rozwia↪zać równanie x4 − 2x3 + x− 132 = 0 .

17. 58 Rozwia↪zać równanie x6 = 257x2−68
68x2−257 .

17. 59 Rozwia↪zać równanie (x− 2)6 − 19(x− 2)3 = 216 .

17. 60 Rozwia↪zać równanie x2 + 1
x2 + 1(x− 1

x ) = 5 .

17. 61 Rozwia↪zać równanie x4 − 4x3 − 19x2 + 106x− 120 = 0 .

17. 62 Rozwia↪zać równanie x6 − 9x3 + 8 = 0 .

17. 63 Rozwia↪zać równanie 2x5 + 5x4 + 11x3 + 14x2 + 11x + 5 = 0 .

17. 64 Rozwia↪zać równanie x5 + 25x3 − 8x2 − 200 = 0 .

17. 65 RozÃlożyć na czynniki wyrażenie x4 + x2 +
√

2x + 2 .
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