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Ostatnia aktualizacja 16 listopada 2017, godz. 9:21

W wielu sytuacjach rozpatrywane sa↪ tzw. cia↪gi liczbowe. Jeśli np. chcemy zdefin-

iować pole koÃla, to można rozważać np. wieloka↪ty foremne wpisane w to koÃlo o coraz

wie↪kszej liczbie boków i mówić, że pole koÃla jest liczba↪, która↪ można przybliżać polami

tych wieloka↪tów, przy czym przybliżenie jest tym dokÃladniejsze im wie↪ksza jest liczba

boków wieloka↪ta. Mamy tu wie↪c do czynienia z cia↪giem pól wieloka↪tów wpisanych

w dane koÃlo, co oznacza, że liczbom naturalnym pocza↪wszy od 3 przypisane zostaÃly

pewne liczby rzeczywiste. Te ostatnie nazywamy wyrazami cia↪gu i oznaczamy na ogóÃl

symbolem an .

Inny przykÃlad byÃl rozważany przez Zenona (490-430 p.n.e) z Elei . TwierdziÃl

on mianowicie, że znany w starożytności biegacz Achilles nie jest w stanie dogonić

żóÃlwia. Rozważania te przedstawimy oczywíscie używaja↪c wspóÃlczesnego je↪zyka i

stosuja↪c wspóÃlczesne oznaczenia. Przyjmijmy na przykÃlad, że pocza↪tkowa odlegÃlość

mie↪dzy Achillesem i żóÃlwiem równa jest 100 m. Dla prostoty przyjmiemy, że pre↪dkość

Achillesa jest dziesie↪ciokrotnie wie↪ksza niż pre↪dkość uciekaja↪cego żóÃlwia. W jakimś

czasie Achilles przebiegnie 100 m. W tym samym czasie żóÃlw przesunie sie↪ o 10 m,

wie↪c na razie przynajmniej nie zostanie zÃlapany. Po 1
10 tego czasu Achilles przebiegnie

10 m, jednak znów nie dogoni żóÃlwia, który oddali sie↪ o naste↪pny metr. Achilles prze-

biegnie metr, a żóÃlw oddali sie↪ o 10 cm itd. Proces ten można kontynuować. Prowadzi

to do rozpatrywania coraz dÃluższych odcinków przebytych przez Achillesa, czyli liczb:

100 ; 110 ; 111 ; 111,1 ; . . . – czyli cia↪gu, którego wyraz o numerze n jest dany za

pomoca↪ wzoru an = 100 + 10 + 1 + . . . +
100

10n−1
= 111,1 . . . 1 – przy czym w zapisie

dziesie↪tnym tej liczby wyste↪puje n jedynek. Zenon po prostu nie potrafiÃl zsumować

nieskończenie wielu skÃladników. Nie operowaÃl poje↪ciem sumy nieskończonej, nie umi-

ano wtedy takiego poje↪cia zdefiniować. Tego rodzaju problemy analizowano już

wtedy, ale ścisÃle definicje matematyczne pojawiÃly sie↪ dopiero w pierwszej poÃlowie

XIX wieku (Gauss, Cauchy, Bolzano). Oczywíscie można Ãlatwo odpowiedzieć na py-

tanie po przebiegnie↪ciu jakiego dystansu Achilles zÃlapie żóÃlwia: 111, 1 . . . =
1000

9
.

Na wszelki wypadek podamy formalne rozumowanie, które można byÃlo zastosować

również w starożytności, jednak bez jawnego użycia poje↪cia sumy nieskończonej,

a wie↪c omijaja↪c istotny problem matematyczno-filozoficzny.* Oznaczmy dystans prze-

byty przez żóÃlwia do momentu zakończenia pogoni przez x . Achilles w tym samym

czasie przebiegÃl odlegÃlość 10x . Różnica tych wielkości to 9x = 100 . Sta↪d natych-

miast wynika, że x =
100
9

, zatem 10x =
1000

9
. Oczywíscie problemem istotnym

*ByÃly inne paradoksy zwia↪zane z problemem dzielenia w nieskończoność na cze↪́sci, np. punkt nie ma

dÃlugości, odcinek skÃlada sie↪ z punktów i ma dÃlugość, poruszaja↪cy sie↪ obiekt w nieskończenie krótkim

czasie nie przebywa żadnej odlegÃlości, a jednak sie↪ porusza. Przekonamy sie↪, że dzie↪ki poje↪ciu granicy

daje sie↪ w sensowny sposób mówić o tego rodzaju kwestiach nie dochodza↪c do pozornych sprzeczności.
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byÃlo tu obliczenie tzw. granicy cia↪gu, czym zajmiemy sie↪ niebawem.

Rozważymy jeszcze inny przykÃlad. ZaÃlóżmy, że mamy do czynienia z pewna↪
ilościa↪ pierwiastka promieniotwórczego. Niech m oznacza jego mase↪. Fizycy twierdza↪,

że ubytek masy pierwiastka promieniotwórczego jest proporcjonalny do czasu i masy

substancji. Oznaczmy wspóÃlczynnik proporcjonalności przez µ i zastanówmy sie↪ jaka↪
ilość tego pierwiastka be↪dziemy mieć po czasie t . Na tzw. ,,zdrowy rozum” masa

w czasie t powinna sie↪ zmniejszyć o µ · t · m . Jednak substancja promieniuje bez

przerwy. Moglibyśmy wie↪c rozumować w ten sam sposób myśla↪c o czasie dwukrotnie

krótszym, czyli t
2 . Wtedy masa zmniejszyÃlaby sie↪ o µ · t

2 ·m . Wobec tego po czasie
t
2 masa byÃlaby równa m − µ · t

2 · m = m
(
1 − µ · t

2 ) . Ta masa zmniejszaÃlaby sie↪
w dalszym cia↪gu zgodnie z tym samym prawem, wie↪c po czasie t

2 masa pierwiastka

byÃlaby równa m
(
1−µ · t

2 )−µ · t
2m

(
1−µ · t

2 ) = m
(
1−µ · t

2 )2 . Mamy wie↪c dwa wyniki(
1 − µ · t

2 )2m , jeśli czas ,,dzielimy ” na póÃl oraz
(
1 − µ · t)m , jeśli ,,nie dzielimy”.

Te wyniki sa↪ różne, wie↪c podany opis nie może być dobry. Na domiar zÃlego, jeśli

czas podzielimy nie na dwie równe cze↪́sci, to wynik be↪dzie jeszcze inny: przy podziale

t = t
3 + t

3 + t
3 wywnioskujemy, że po czasie t masa równa jest m

(
1 − µ · t

3 )3 , przy

podziale t = t
4 + t

4 + t
4 + t

4 wynik to m
(
1−µ· t

4 )4 . Oczywíscie rezultat nie może zależeć

od tego, w jaki sposób opisujemy zjawisko. Można wie↪c przypuścić, że zacytowane

prawo fizyki dziaÃla w przypadku dostatecznie krótkiego czasu z bÃle↪dem mniejszym niż

dokÃladność pomiaru. Matematyka obliguje to do zadania pytania: czy kolejne liczby

m
(
1 − µ · t) , m

(
1 − µ · t

2 )2 , m
(
1 − µ · t

3 )3 , m
(
1 − µ · t

4 )4 , . . . przybliżaja↪ z coraz

wie↪ksza↪ dokÃladnościa↪ pewna↪ liczbe↪, która mogÃlaby być wtedy uważana za prawdziwy

wynik?

Pytanie okazuje sie↪ tym ważniejsze, że do tego samego pytania prowadzi analiza

oprocentowanego wkÃladu bankowego albo np. wydÃlużania sie↪ np. szyn kolejowych

w wyniku wzrostu temperatury lub ich skracania sie↪ w wyniku spadku temperatury.

To prawo fizyczne jest znane każdemu, kto byÃl przytomny w czasie lekcji fizyki w szkole

podstawowej lub gimnazjum. Jednak nieliczni uczniowie zauważaja↪ problem, który

opisalísmy wyżej. Stosowanie tego prawa w sposób opisany w podre↪cznikach szkolny

prowadzi do różnych wyników w zależności od tego czy temperatura zmienia sie↪ np.

o 20◦ , czy też o 10◦ + 10◦ , co oczywíscie nie może być prawda↪, bowiem wzrost

temperatury nie jest skokowy, lecz odbywa sie↪ stopniowo. Podsumujmy: opisane wyżej

zagadnienia prowadza↪ do rozpatrywania cia↪gu o wyrazie (1+ x
n )n , w przypadku masy

substancji promieniotwórczej x = −µ · t . Powyższe rozważania sugeruja↪, że wzrost

liczby naturalnej n powinien powodować wzrost wyrażenia (1 + x
n )n przynajmniej

w przypadku x 6= 0 . W istocie rzeczy Ãlatwo można sie↪ przekonać o tym, że n > −x
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wzrost taki ma miejsce, wykażemy to niebawem.

Innym rodzajem cia↪gu jest tzw. cia↪g geometryczny: an = a0q
n , gdzie a0 i q

sa↪ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Liczba q jest zwana ilorazem cia↪gu geome-

trycznego, bo w przypadku q 6= 0 jest równa ilorazowi dwóch kolejnych wyrazów

cia↪gu. Do rozpatrywania tego cia↪gu prowadza↪ opisane poprzednio zagadnienia, jeśli

nie zmniejszamy odcinków czasu lub temperatury Liczba ludzi w danym kraju w przy-

padku staÃlego przyrostu naturalnego zachowuje sie↪ jak cia↪g geometryczny o ilorazie

dosyć bliskim jedności — dodatni przyrost naturalny oznacza, że iloraz jest wie↪kszy

niż 1 zaś ujemny przyrost naturalny — że iloraz jest mniejszy niż 1 .

Jeszcze innym rodzajem cia↪gu jest cia↪g arytmetyczny: an = a0 + nd , gdzie a0

oraz d oznaczaja↪ dowolne liczby rzeczywiste. Liczba d zwana jest różnica↪ cia↪gu aryt-

metycznego, jest ona równa różnicy dwóch kolejnych wyrazów cia↪gu. Na przeÃlomie

XVIII i XIX wieku zaobserwowano, że ilość zboża zachowuje sie↪ jak wyraz cia↪gu aryt-

metycznego (n jest numerem roku). Oczywíscie tego rodzaju obserwacje sa↪ przy-

bliżone, bowiem co jakís czas zdarzaja↪ sie↪ powodzie, susze i wtedy proces wzrostu

ulega zakÃlóceniu. Bywaja↪ też zakÃlócenia innego rodzaju, np. w XIX zauważono, że

stosowanie saletry chilijskiej (nawozy azotowe) zwie↪ksza w istotny sposób plony. ByÃly

też inne zakÃlócenia ,,naturalnego” tempa wzrostu ilości zbóż.

W ksia↪żce ,,Liber Abaci” z 1202 r. autorstwa Leonarda z Pizy, zwanego Fi-

bonaccim, znajduje sie↪ naste↪puja↪ce zadanie: Ile par królików może być spÃlodzonych

przez pare↪ pÃlodnych królików i jej potomstwo w cia↪gu roku, jeśli każda para daje

w cia↪gu miesia↪ca żywot jednej parze, para staje sie↪ pÃlodna po miesia↪cu, króliki nie

zdychaja↪ w cia↪gu tego roku. Jasne jest, że po miesia↪cu mamy już dwie pary przy

czym jedna z nich jest pÃlodna, a druga jeszcze nie. Wobec tego po dwóch miesia↪cach

żyja↪ już trzy pary królików: dwie pÃlodne, jedna jeszcze nie. Po trzech miesia↪cach

żyje już pie↪ć par królików: trzy pÃlodne, dwie jeszcze nie. Po czterech miesia↪cach jest

już 8 = 5 + 3 par królików. Kontynuuja↪c to poste↪powanie stwierdzamy po niezbyt

dÃlugim czasie, że po roku żyje już 377 = 233 + 144 par królików. Naturalnym prob-

lemem jest: znaleźć wzór na liczbe↪ an , jeśli a0 = 1 , a1 = 2 i an = an−1 + an−2 dla

n = 2, 3, 4, . . . . Wzór taki zostaÃl znaleziony dopiero po kilkuset latach od napisania

ksia↪żki przez

Fibonacci’ego i wygla↪da tak:

an =

(
1+
√

5
2

)n+2

−
(

1−√5
2

)n+2

√
5

.

Dowód prawdziwości tego wzoru jest prosty i nie wykracza poza program liceum
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— Ãlatwa indukcja. Jednak ważniejsze jest pytanie, jak w ogóle można tego rodzaju

hipoteze↪ sformuÃlować. Za kilka miesie↪cy stanie sie↪ jasne w jaki sposób do takiego

dziwnego rezultatu można doj́sć.

Przejdziemy teraz do ścisÃlego zdefiniowania cia↪gu.

Definicja 4.1 (cia↪gu)

Cia↪giem nazywamy dowolna↪ funkcje↪ określona↪ na zbiorze zÃlożonym ze wszystkich tych

liczb caÃlkowitych, które sa↪ wie↪ksze lub równe pewnej liczbie caÃlkowitej n0 . Wartość

tej funkcji punkcie n nazywamy n -tym wyrazem cia↪gu.

Stosujemy oznaczenie (an) dla oznaczenia cia↪gu, którego n -tym wyrazem jest

an . Rozpatruja↪c wieloka↪ty wpisane w okra↪g zaczynamy od trójka↪ta, w tym przy-

padku najmniejszym numerem wyrazu cia↪gu jest liczba n0 = 3 (zaczynamy wie↪c

od a3 ). Rozważaja↪c cia↪gi postaci
(
1 + x

n

)n zaczynamy od n0 = 1 , czyli od a1 .

Rozpatruja↪c cia↪g arytmetyczny, geometryczny oraz cia↪g Fibonacciego rozpocze↪lísmy

od n0 = 0 . Oczywíscie można rozpoczynać numeracje↪ od dowolnej liczby caÃlkowitej,

również ujemnej. Terminy cia↪g arytmetyczny, cia↪g geometryczny używane be↪da↪ nie

tylko w przypadku cia↪gów rozpoczynaja↪cych sie↪ od wyrazu a0 , również w tym przy-

padku n0 może być dowolna↪ liczba↪ caÃlkowita↪. Chodzi jedynie o to, by byÃly prawdziwe

równości an = an−1 + d lub — w przypadku cia↪gu geometrycznego — an = an−1 · q
dla wszystkich liczb caÃlkowitych n ≥ n0 . Zazwyczaj jednak numeracje↪ be↪dziemy

rozpoczynać od 0 lub od 1 . Jeśli nie zaznaczymy tego wyraźnie, symbol n oznaczać

be↪dzie liczbe↪ caÃlkowita↪ nieujemna↪, czyli naturalna↪.*

Rozpatrywanie cia↪gów nieskończonych wymaga precyzji. Wiele osób nie może

pogodzić sie↪ z tym, że 1 = 0, 9999 . . . = 0,9 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 + . . . , bo

wydaje im sie↪, że prawa strona jest mniejsza, choć wiedza↪ jaka miaÃlaby różnica

lewej i prawej strony. Omówimy jeszcze jeden przykÃlad, który w przekonaniu au-

tora tekstu wyraźnie sugeruje konieczność dokÃladnego zdefiniowania poje↪ć, którymi

sie↪ posÃlugujemy i wyjaśnienia, co wolno, a czego nie wolno robić. Rozważmy sume↪
s = 1− 1

2 + 1
3 − 1

4 + 1
5 − 1

6 + 1
7 − 1

8 + 1
9 − 1

10 + 1
11 − 1

12 + 1
13 − 1

14 + 1
15 − 1

16 + 1
17 − 1

18 + . . .

W sumie wyste↪puje nieskończenie wiele skÃladników. Jest jasne, że

s = 1− 1
2 + 1

3− 1
4 + 1

5− 1
6 + 1

7− 1
8 + 1

9− 1
10 + 1

11− 1
12 + 1

13− 1
14 + 1

15− 1
16 + 1

17− 1
18 + . . . =

=(1− 1
2 )+( 1

3 − 1
4 )+ ( 1

5 − 1
6 )+ ( 1

7 − 1
8 )+ ( 1

9 − 1
10 )+ ( 1

11 − 1
12 )+ ( 1

13 − 1
14 )+ ( 1

15 − 1
16 )+

+( 1
17 − 1

18 ) + . . . > 1 − 1
2 , bo różnice w nawiasach sa↪ dodatnie. Podobnie można

*Cze↪́sć matematyków uważa, że liczby naturalne to 1 , 2 , . . . Inni uważaja↪, że zaczynać należy od 0 .

W momencie pisania tego tekstu autor przychyliÃl sie↪ do tej drugiej koncepcji: liczby naturalne sÃluża↪
przede wszystkim do ustalania liczby elementów danego zbioru skończonego, ponieważ rozważamy
niejednokrotnie zbiór pusty, wie↪c liczbe↪ 0 uważać be↪dziemy za naturalna↪.
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uzasadnić, że s > (1− 1
2 ) + ( 1

3 − 1
4 ) =: s4 lub s > (1− 1

2 ) + ( 1
3 − 1

4 ) + ( 1
5 − 1

6 ) +

+( 1
7 − 1

8 ) + ( 1
9 − 1

10 ) =: s10. Rozpatrywana↪ sume↪ możemy też zapisać tak:

s = 1− 1
2 + 1

3− 1
4 + 1

5− 1
6 + 1

7− 1
8 + 1

9− 1
10 + 1

11− 1
12 + 1

13− 1
14 + 1

15− 1
16 + 1

17− 1
18 + . . . =

=1 + (− 1
2 + 1

3 ) + (− 1
4 + 1

5 ) + (− 1
6 + 1

7 ) + (− 1
8 + 1

9 ) + (− 1
10 + 1

11 ) + (− 1
12 + 1

13 ) +

(− 1
14 + 1

15 )++(− 1
16 + 1

17 )+(− 1
18 + 1

19 )+ . . . < 1 =: s1 — ostatnia nierówność wynika

z tego, że sumy we wszystkich nawiasach sa↪ ujemne. Podobnie jak poprzednio możemy

wykazać wie↪cej: s = 1 + (− 1
2 + 1

3 ) + (− 1
4 + 1

5 ) + (− 1
6 + 1

7 ) + (− 1
8 + 1

9 ) + (− 1
10 + 1

11 ) +

+(− 1
12 + 1

13 ) + (− 1
14 + 1

15 ) + (− 1
16 + 1

17 ) + (− 1
18 + 1

19 ) + . . . < 1 + (− 1
2 + 1

3 ) =: s3

Ogólnie, jeśli sn oznacza sume↪ pierwszych n skÃladników sumy nieskończonej s ,

to dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność s2n < s < s2n+1 . Jasne jest

też, że istnieje tylko jedna taka liczba σ , że s2n < σ < s2n+1 dla wszystkich liczb

naturalnych n . PoprzeksztaÃlcamy jeszcze troche↪:

s = 1− 1
2 + 1

3− 1
4 + 1

5− 1
6 + 1

7− 1
8 + 1

9− 1
10 + 1

11− 1
12 + 1

13− 1
14 + 1

15− 1
16 + 1

17− 1
18 + . . . =

=1− 1
2 − 1

4 + 1
3 − 1

6 − 1
8 + 1

5 − 1
10 − 1

12 + 1
7 − 1

14 − 1
16 + 1

9 − 1
18 − 1

20 + . . . =

= 1
2 − 1

4 + 1
6 − 1

8 + 1
10 − 1

12 + 1
14 − 1

16 + 1
18 − 1

20 + . . . =

= 1
2

(
1− 1

2 + 1
3 − 1

4 + 1
5 − 1

6 + 1
7 − 1

8 + 1
9 − 1

10 + . . .
)

= 1
2s — zmienilísmy kolejność

skÃladników nie pozbywaja↪c ani jednego, pogrupowalísmy i w końcu, po wyÃla↪czeniu 1
2

przed nawias, doprowadzilísmy do równości s = 1
2s , która miaÃlaby zachodzić pomimo

tego, że 1
2 < s < 1 . Widać wie↪c, że jeśli chcemy operować sumami nieskończenie

wielu skÃladników, to musimy zdefiniować dokÃladnie poje↪cia, np. sumy nieskończonej,

a potem sformuÃlować i udowodnić odpowiednie twierdzenia pozwalaja↪ce na przek-

sztaÃlcanie sum nieskończonych.

Kluczowym poje↪ciem jest granica cia↪gu – poje↪cia zasygnalizowanego przy okazji

omawiania paradoksu Zenona. Warto stwierdzić od razu, że w definicji pojawi sie↪
zdanie wielokrotnie zÃlożone, a takie zdania osobom, które ich na co dzień nie używaja↪
moga↪ sprawiać kÃlopoty. Zreszta↪ ludzie przez dÃlugi czas mówili o granicach nie podaja↪c

precyzyjnej definicji, co prowadziÃlo do różnych nieporozumień, ale podać definicje↪
użyteczna↪ i jednocześnie ścisÃla↪, nie byÃlo Ãlatwo.

Definicja 4.2 (granicy cia↪gu)

a. Liczba g nazywana jest granica↪ cia↪gu (an) wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnej liczby dodatniej ε > 0 istnieje liczba caÃlkowita nε , taka że jeśli

n > nε , to |an − g| < ε .

b. +∞ (czytaj: plus nieskończoność) jest granica↪ cia↪gu (an) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba caÃlkowita nm

taka, że jeśli n > nM , to an > M.
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c. −∞ (czytaj: minus nieskończoność) jest granica↪ cia↪gu (an) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba caÃlkowita nm

taka, że jeśli n > nM , to an < M.

d. Jeśli g jest granica↪ cia↪gu (an) , skończona↪ lub nie, to piszemy g = lim
n→∞

an

lub an−−−−−→
n→∞

g . Można też pisać an → g , gdy n → ∞ lub krótko

an → g . Mówimy, że cia↪g jest zbieżny, jeśli jego granica jest skończona.

Skomentujemy po pierwsze cze↪́sć a. Chodzi tam o to, że wyrazy cia↪gu, których

numery sa↪ dostatecznie duże (n > nε ) przybliżaja↪ granice↪ g z dopuszczalna↪ dok-

Ãladnościa↪ ( |an − g| < ε ). Stwierdzimy tu wyraźnie, że przej́scie do naste↪pnego

wyrazu nie musi zwie↪kszyć dokÃladności przybliżenia, przeciwnie chwilowo może sie↪
ta dokÃladność zmniejszyć, dopiero dostatecznie duży wzrost numeru wyrazu musi

zwie↪kszyć dokÃladność przybliżenia (jeśli cia↪g jest staÃly, np. an = 33 dla każdej

liczby naturalnej n , to bÃla↪d jest zerowy zawsze, niezależnie od numeru wyrazu, wie↪c

dokÃladność nie może być poprawiona). O liczbie ε myśleć należy jako o maÃlej liczbie

dodatniej (chodzi o to, że jeśli dla maÃlego ε umiemy wskazać moment, od którego

bÃla↪d jest mniejszy niż ε , to od tego momentu nierówność jest również speÃlniona

z wie↪kszym ε ). Pamie↪tajmy również o tym, że liczba |x− y| może być traktowana

jako odlegÃlość dwóch punktów prostej. Wobec tego nierówność |an− g| < ε oznacza,

że punkt an znajduje sie↪ w przedziale o dÃlugości 2ε i środku g . W szczególności cia↪g,

którego wszystkie wyrazy sa↪ takie same (lub nawet nie wszystkie, tylko wszystkie od

pewnego momentu, tj. dla dostatecznie dużych n sa↪ identyczne), jest zbieżny, przy

czym granica↪ takiego cia↪gu jest wspólna wartość jego wyrazów.

Cze↪sto zamiast mówić istnieje nε , takie że dla n > nε zachodzi . . . be↪dziemy

mówić, że dla dostatecznie dużych n zachodzi . . . lub że dla prawie wszystkich n za-

chodzi . . . . Tak wie↪c dla prawie wszystkich n . . . oznacza dla wszystkich , z wyja↪tkiem

skończenie wielu n . . . .

Podobnie można interpretować cze↪́sć b definicji granicy. Tym razem wyraz

cia↪gu, którego numer jest dostatecznie duży (n > nM ) powinien być blisko plus

nieskończoności, wie↪c ma być duża↪ liczba↪ dodatnia↪ (an > M ). Interpretacje↪ cze↪́sci

c pozostawiamy czytelnikom – jest ona w peÃlni analogiczna do cze↪́sci b. Niektórzy

autorzy używaja↪ terminu ,,cia↪g jest rozbieżny do +∞ ”, a inni mówia↪, że ,,cia↪g jest

zbieżny do +∞”. My be↪dziemy stosować raczej pierwsza↪ terminologie↪.

PrzykÃlad 4.1 0 = lim
n→∞

1
n . Aby przekonać sie↪ o prawdziwości tej tezy wystarczy

przyja↪ć, że nε jest dowolna↪ liczba↪ caÃlkowita↪ wie↪ksza↪ niż 1
ε . Można wie↪c przyja↪ć

np. n1 = 2 , n1/2 = 3 , n0,41 = 3 , ale można też powie↪kszyć niektóre z tych liczb lub
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nawet wszystkie i przyja↪ć n1 = 10 , n1/2 = 207 , n0,41 = 3 . Mamy wie↪c możliwość

wyboru: liczbe↪ nε można zawsze zasta↪pić wie↪ksza↪.

PrzykÃlad 4.2 1
2 = lim

n→∞
2n+3
4n−1 . Wykażemy, że wzór ten jest prawdziwy. Bez

trudu stwierdzamy, że nierówność
∣∣∣ 1
2 − 2n+3

4n−1

∣∣∣ =
∣∣∣ −7
2(4n−1)

∣∣∣ ≤ 7
6n zachodzi dla dowolnej

liczby caÃlkowitej n ≥ 1 . Wystarczy wie↪c, by nε > 7
6ε . To zdanie oznacza , że

dla tak dobranego nε i n > nε prawdziwa jest nierówność
∣∣∣1
2 − 2n+3

4n−1

∣∣∣ < ε — nie

znaczy to jednak, że tylko dla tych liczb caÃlkowitych n nierówność ta ma miejsce!

Nie musielísmy rozwia↪zywać nierówności, choć w tym przypadku byÃlo to możliwe —

wystarczyÃlo udowodnić, że nierówność ma miejsce dla wszystkich dostatecznie dużych

liczb naturalnych n .

PrzykÃlad 4.3 Jeśli d > 0 , to +∞ = lim
n→∞

(a0 + nd) . Postaramy sie↪ wykazać,

że równość ta ma miejsce. Jeśli M jest dowolna↪ liczba↪ rzeczywista↪, nε > M−a0
d

i n > nε , to n > M−a0
d , zatem an = a0 + nd > M , co dowodzi prawdziwości

równości, która↪ dowodzimy.

Wykażemy teraz bardzo użyteczna↪ nierówność.

Twierdzenie 4.3 (Nierówność Bernoulli’ego)

ZaÃlóżmy, że n jest liczba↪ caÃlkowita↪ dodatnia↪ zaś a > −1 liczba↪ rzeczywista↪. Wtedy

(1 + a)n ≥ 1 + na

przy czym równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 lub gdy n = 1 .

Dowód. Jeśli n = 1 , to oczywíscie niezależnie od wyboru liczby a ma miejsce

równość. Ponieważ (1 + a)2 = 1 + 2a + a2 ≥ 1 + 2a , przy czym równość ma miejsce

wtedy i tylko wtedy, gdy a=0, wie↪c teza zachodzi dla n = 2 i wszystkich liczb

rzeczywistych a (nie tylko a > −1 ). Otrzymana↪ nierówność (1 + a)2 ≥ 1 + 2a

możemy pomnożyć stronami przez liczbe↪ dodatnia↪ (1+a) – tu korzystamy z zaÃlożenia

a > −1 . W wyniku otrzymujemy (1 + a)3 ≥ (1 + 2a)(1 + a) = 1 + 3a + 2a2 ≥ 1 + 3a .

Także w tym przypadku jest widoczne, że dla a 6= 0 otrzymujemy nierówność ostra↪.

Z tej nierówności w taki sam sposób jak poprzednio wynika, że

(1 + a)4 ≥ (1 + 3a)(1 + a) ≥ 1 + 4a + 3a2 ≥ 1 + 4a .

Teraz w ten sam sposób wnioskujemy prawdziwość twierdzenia dla n = 5 i wszystkich

a > −1 , potem dla n = 6 itd. Ogólnie jeśli (1 + a)n ≥ 1 + na dla wszystkich liczb

a > −1 przy ustalonej liczbie naturalnej n , to

(1 + a)n+1 ≥ (1 + na)(1 + a) = 1 + (n + 1)a + na2 ≥ 1 + (n + 1)a

i znów bez trudu stwierdzamy, że równość ma miejsce jedynie dla a = 0 . Oczywíscie
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jest to Ãlatwe rozumowanie indukcyjne, nazwy nie użyto wcześniej, by nie odstraszać

tych, którzy jeszcze boja↪ sie↪ indukcji.

Twierdzenie 4.4 (Granica cia↪gu geometrycznego)

Niech an = qn . Cia↪g ten ma granice↪ 0 , jeśli |q| < 1 , ma granice↪ 1 , jeśli q = 1 , ma

granice↪ +∞ , jeśli q > 1 . Jeśli q ≤ −1 , to cia↪g granicy nie ma.

Dowód. W przypadku q = 0 oraz q = 1 teza jest oczywista, bo cia↪g jest staÃly

(jego wyrazy nie zależa↪ od numeru). ZaÃlóżmy teraz, że 0 < |q| < 1 . Niech ε > 0

be↪dzie liczba↪ rzeczywista↪. Jeśli nε >
1
ε−1
1
|q|−1

jest liczba↪ caÃlkowita↪ i n > nε , to♣

1
|q|n =

(
1 +

(
1
|q| − 1

)n)
≥ 1 + n

(
1
|q| − 1

)
> 1 + 1

ε − 1 = 1
ε .

Z otrzymanej nierówności wynika, że dla n > nε zachodzi 1
|q|n > 1

ε , czyli |qn| < ε ,

a to oznacza, że lim
n→∞

qn = 0 .

Kolejny przypadek to q > 1 . Mamy teraz qn = (1 + (q − 1))n ≥ 1 + n(q − 1) .

Wobec tego, jeśli n > nM i nM > M−1
q−1 , to qn > 1 + (M − 1) = M . Jasne jest wie↪c,

że lim
n→∞

qn = +∞ .

PozostaÃl przypadek ostatni: q ≤ −1 . W tym przypadku mamy qn ≤ −1 dla

każdej liczby caÃlkowitej nieparzystej n oraz qn ≥ 1 dla każdej liczby caÃlkowitej

parzystej n . Gdyby istniaÃla skończona granica g , to wyrazy cia↪gu o dostatecznie

dużych numerach leżaÃlyby w odlegÃlości mniejszej niż 1 od granicy g — to natychmi-

astowa konsekwencja istnienia granicy skończonej. Jeśli jednak odlegÃlości qn i qn+1

od granicy g sa↪ mniejsze od 1 , to odlegÃlość mie↪dzy nimi jest mniejsza niż 1+1 = 2 ,

co oznacza, że |qn− qn+1| < 2 . To jednak nie jest możliwe, bowiem jedna z liczb qn ,

qn+1 jest mniejsza lub równa −1 , a druga wie↪ksza lub równa 1 . Sta↪d zaś wynika,

że odlegÃlość mie↪dzy qn i qn+1 nie jest mniejsza niż 1 − (−1) = 2*. Otrzymalísmy

sprzeczność, wie↪c cia↪g granicy skończonej nie ma. +∞ granica↪ tego cia↪gu też nie jest,

bowiem wtedy wyrazy cia↪gu o dostatecznie dużych numerach musiaÃlyby być wie↪ksze

od 0 (przyjmujemy M = 0), a tak nie jest, bo te, których numery sa↪ nieparzyste,

sa↪ ujemne. Analogicznie −∞ nie jest granica↪ tego cia↪gu, bo wyrazy o numerach

parzystych sa↪ dodatnie, co wyklucza to, że wyrazy o dostatecznie dużych numerach

sa↪ ujemne (i w tym przypadku przyjmujemy M = 0).

Wykazalísmy wie↪c, że cia↪g nie ma ani granicy skończonej ani nieskończonej,

co kończy badanie granicy cia↪gu geometrycznego.

♣ Nie używamy tu logarytmu, bo chcemy pokazać, że konkretne oszacowania można uzyskać bardzo
elementarnie. Gdybyśmy jednak zechcieli go użyć, to moglibyśmy napisać nε>(log10 ε)/(log10 |q|) ,
przyp. log10 |q|<0 .

*Można to rozumowanie zapisać wzorami: 2≤|qn−qn+1|≤|qn−g|+|g−qn+1|<1+1=2 dla dostatecznie
dużych n .
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Cia↪gi monotoniczne i ścísle monotoniczne, cia↪gi ograniczone

Definicja 4.5 (cia↪gów monotonicznych)

Cia↪g (an) nazywamy niemaleja↪cym (rosna↪cym) wtedy i tylko wtedy, gdy dla

każdego numeru n zachodzi nierówność an ≤ an+1 (an < an+1 ). Podobnie cia↪g

nierosna↪cy (maleja↪cy) to taki, że dla każdej liczby n zachodzi nierówność an ≥ an+1

(an > an+1 ). Cia↪gi niemaleja↪ce i nierosna↪ce maja↪ wspólna↪ nazwe↪: cia↪gi monoton-

iczne. Cia↪gi rosna↪ce i maleja↪ce nazywamy cia↪gami ścísle monotonicznymi.

W niektórych podre↪cznikach stosowana jest nieco inna terminologia: cia↪gi niema-

leja↪ce zwane sa↪ tam rosna↪cymi, a rosna↪ce – ścísle rosna↪cymi. Jest oczywíscie oboje↪tne,

która z dwu koncepcji jest stosowana, jeśli tylko jest to robione konsekwentnie. Można

też, dla uniknie↪cia nieporozumień, mówić o cia↪gach niemaleja↪cych i ścísle rosna↪cych.

Cia↪g geometryczny zaczynaja↪cy sie↪ od wyrazu a1 = q jest monotoniczny w przy-

padku q ≥ 0 : dla q = 0 oraz dla q = 1 cia↪g geometryczny jest staÃly, wie↪c niemaleja↪cy

i jednocześnie nierosna↪cy. W przypadku 0 < q < 1 jest on maleja↪cy, dla q > 1 jest on

rosna↪cy. Cia↪g arytmetyczny jest rosna↪cy, gdy jego różnica d jest dodatnia, maleja↪cy

– gdy d < 0 , staÃly (wie↪c jednocześnie niemaleja↪cy i nierosna↪cy), gdy d = 0 .

Definicja 4.6 (cia↪gów ograniczonych)

Cia↪g (an) nazywany jest ograniczonym z góry wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba

rzeczywista M , taka że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność: an ≤ M .

Analogicznie (an) jest ograniczony z doÃlu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba

rzeczywista m taka, że dla każdego n zachodzi nierówność an ≥ m . Cia↪g ograni-

czony z góry i z doÃlu nazywamy ograniczonym. Cia↪giem nieograniczonym nazywamy

każdy cia↪g, który nie jest ograniczony.

Cia↪g (n) jest ograniczony z doÃlu np. przez −13 lub 0 , ale nie jest ograniczony

z góry, wie↪c jest nieograniczony. Cia↪g (−1)n jest ograniczony z góry np. przez 1 lub

przez
√

1000 oraz z doÃlu, np przez −1 , ale również przez −13 .

Cia↪g (an) jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba nieujemna

M , taka że |an| ≤ M dla każdego n . Jest oczywisty wniosek z definicji cia↪gu

ograniczonego: M musi być tak duże, by liczba −M byÃla ograniczeniem dolnym

cia↪gu (an) i jednocześnie liczba M byÃla jego ograniczeniem, górnym.

PrzykÃlad 4.4 Cia↪g
(
(1 + x

n )n
)

ÃLatwo można przekonać sie↪, że cia↪g o wyrazie an = (1 + x
n )n nie jest ani geo-

metryczny , ani arytmetyczny z wyja↪tkiem jednego przypadku: x = 0 .

Wypiszmy przybliżenia dziesie↪ciu pierwszych wyrazów cia↪gu
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w przypadku x = 1 : oraz w przypadku x = −4 :(
1 + 1

1

)1 = 2
(
1 + −4

1

)1 = −3
(
1 + 1

2

)2 = 9
4 = 2, 25

(
1 + −4

2

)2 = 1
(
1 + 1

3

)3 = 64
27 ≈ 2, 37

(
1 + −4

3

)3 = −1
27 ≈ −0, 37

(
1 + 1

4

)4 = 625
256 ≈ 2, 44

(
1 + −4

4

)4 = 0
(
1 + 1

5

)5 = 7776
3125 ≈ 2, 49

(
1 + −4

5

)5 = 1
3125 ≈ 0, 00032

(
1 + 1

6

)6 = 117649
46656 ≈ 2, 52

(
1 + −4

6

)6 = 1
729 ≈ 0, 0014

(
1 + 1

7

)7 = 2097152
823543 ≈ 2, 55

(
1 + −4

7

)7 = 2187
823543 ≈ 0, 0027

(
1 + 1

8

)8 = 43046721
16777216 ≈ 2, 56

(
1 + −4

8

)8 = 1
256 ≈ 0, 0039

(
1 + 1

9

)9 = 1000000000
387420489 ≈ 2, 58

(
1 + −4

9

)9 = 1953125
387420489 ≈ 0, 0050

(
1 + 1

10

)10 = 25937424601
10000000000 ≈ 2, 59

(
1 + −4

10

)10 = 59049
9765625 ≈ 0, 0060

Wykażemy, że jeśli n > −x 6= 0 , to an+1 > an , czyli że cia↪g ten jest

rosna↪cy od pewnego momentu. W przypadku x > 0 jest rosna↪cy. Gdy x < 0 ,

to może sie↪ zdarzyć, że pocza↪tkowe wyrazy zmieniaja↪ znak, wie↪c o monotoniczności

nie może być nawet mowy. Jeśli jednak wszystkie wyrazy cia↪gu sa↪ dodatnie, to

jest niemaleja↪cy. Wykażemy to. Z nierówności n > −x wynika od razu nierówność

n+1 > −x . Z pierwszej z nich wnioskujemy, że 1+ x
n > 0 , z drugiej — że 1+ x

n+1 > 0 .

Nierówność an < an+1 równoważna jest nierówności
(
1 + x

n

)n

<
(
1 + x

n+1

)n+1

,

a ta — dzie↪ki temu, że 1 + x
n > 0 — nierówności

(
1+ x

n+1
1+ x

n

)n+1

> 1

(1+ x
n ) = n

n+x .

Skorzystamy teraz z nierówności Bernoulli’ego, by udowodnić, że ostatnia nierówność

ma miejsce dla n > −x . Mamy(
1+ x

n+1
1+ x

n

)n+1

=
(
1− x

(n+x)(n+1)

)n+1

≥ 1− (n + 1) x
(n+x)(n+1) = 1− 1

n+x = x
n+x .

Dla jasności należy jeszcze zauważyć, że liczba −x
(n+x)(n+1) , peÃlnia↪ca role↪ a w nierów-

ności Bernoulli’ego, jest wie↪ksza od −1 — jest to oczywiste w przypadku x ≤ 0 , bo

w tym przypadku jest ona nieujemna, zaś dla x > 0 jej wartość bezwzgle↪dna, czyli
x

(n+x)(n+1) jest mniejsza od 1
n+1 < 1 . Wykazalísmy wie↪c, że od momentu, w którym

wyrażenie (1 + x
n ) staje sie↪ dodatnie, cia↪g zaczyna rosna↪ć (gdy x = 0 jest staÃly).

Dodajmy jeszcze, że jeśli x > 0 , to wyrazy cia↪gu sa↪ dodatnie, jeśli zaś x < 0 , to sa↪
one dodatnie dla n parzystego oraz dla n nieparzystego, o ile n > −x .

Pozostaje pytanie: czy w przypadku x > 0 wzrost wyrazu cia↪gu
(
(1 + x

n )n
)
jest

nieograniczony, czy też dla ustalonego x znaleźć można liczbe↪ wie↪ksza↪ od wszystkich

wyrazów tego cia↪gu. Wykażemy, że cia↪g
(
(1 + x

n )n
)

jest ograniczony z góry dla

dowolnej liczby rzeczywistej x . Dla ujemnych x tak jest, bo od pewnego miejsca,
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jak to stwierdzilísmy wcześniej, wyrazy cia↪gu sa↪ dodatnie i mniejsze od 1 . Jeśli

n > x > 0 , to
(
1 + x

n

)n =
(
1− x2

n2

)n

(1− x
n )n < 1

(1− x
n )n . Wyrażenie 1

(1− x
n )n maleje wraz ze

wzrostem n (gdy rozpatrujemy n > x ), bo licznik nie zmienia sie↪, a mianownik — jak

to wykazalísmy wcześniej — rośnie. Wynika sta↪d, że jeśli n(x) jest najmniejsza↪ liczba↪
caÃlkowita↪ wie↪ksza↪ od x , to wszystkie wyrazy cia↪gu sa↪ mniejsze niż 1(

1− x
n(x)

)n(x) =

(
n(x)

n(x)−x

)n(x)

.

Np. n(1) = 2 , zatem wszystkie wyrazy cia↪gu
(
1 + 1

n

)n sa↪ mniejsze niż
(

2
2−1

)2

= 4 .

W przypadku x = −4 wszystkie wyrazy cia↪gu pocza↪wszy od pia↪tego sa↪ dodatnie

i mniejsze od 1, rozważywszy cztery pierwsze przekonujemy sie↪ o tym, że najwie↪kszym

wyrazem cia↪gu jest wyraz drugi, równy 1 , a najmniejszym — pierwszy, równy −3 .

W istocie rzeczy z tego, co zostaÃlo napisane wynika, że dla każdej liczby naturalnej

k ≥ n(x) liczba 1

(1− x
k )k =

(
k

k−x

)k

jest ograniczeniem górnym cia↪gu
(
1 + x

n

)n —

zache↪camy do samodzielnego uzasadnienia tego prostego stwierdzenia.

Wykażemy teraz naste↪pujace

Twierdzenie 4.7 (o istnieniu granicy cia↪gu monotonicznego)

Każdy cia↪g monotoniczny ma granice↪.

Dowód. ZaÃlóżmy, że cia↪g (an) jest niemaleja↪cy, tzn. dla każdego n zachodzi

nierówność an ≤ an+1 . Jeśli cia↪g nie jest ograniczony z góry, to dla każdej liczby

rzeczywistej M istnieje liczba naturalna nM taka, że anM
≥ M . Wtedy dla każdej

liczby naturalnej n ≥ nM zachodzi nierówność an ≥ anM ≥ M . Wobec tego

lim
n→∞

an = +∞ . ZaÃlóżmy teraz, że cia↪g (an) jest ograniczony z góry przez liczbe↪
b0 . Dla każdej liczby naturalnej n ≥ 0 mamy wie↪c a0 ≤ an ≤ b0 . Jeśli w przedziale(

a0+b0
2 , b0

]
, znajduja↪ sie↪ jakiekolwiek wyrazy cia↪gu (an) , to przyjmujemy c1 = a0+b0

2

i b1 = b0 . Jeśli w przedziale
(

a0+b0
2 , b0

]
wyrazów cia↪gu (an) nie ma, to przyjmujemy

c1 = a0 i b1 = a0+b0
2 . W obu przypadkach otrzymujemy przedziaÃl [c1, b1] ⊆ [a0, b0]

dwa razy krótszy od przedziaÃlu [a0, b0] zawieraja↪cy prawie wszystkie wyrazy cia↪gu

(an) . W taki sam sposób otrzymujemy przedziaÃl [c2, b2] ⊆ [c1, b1] dwa razy krótszy od

przedziaÃlu [c1, b1] , czyli cztery razy krótszy od przedziaÃlu [a0, b0] zawieraja↪cy prawie

wszystkie wyrazy cia↪gu (an) . Powtarzaja↪c te↪ konstrukcje↪ wielokrotnie określamy

zste↪puja↪cy cia↪g przedziaÃlów domknie↪tych
(
[cn, bn]

)
taki, że każdy przedziaÃl [cn, bn]

jest dwa razy krótszy od swego poprzednika (i jest w nim zawarty). Niech g be↪dzie

punktem wspólnym wszystkich przedziaÃlów [cn, bn] , n = 1, 2, . . . . Jasne jest, że

ta cze↪́sć wspólna skÃlada sie↪ z tylko jednej liczby (jeśli g1 6= g2 , to dla dostatecznie
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dużych liczb naturalnych n zachodzi nierówność |g1 − g2| > b0−a0
2n = bn − cn ).

Wykażemy, że lim
n→∞

an = g . Niech ε > 0 . Istnieje liczba naturalna m taka, że

bm − cm < ε . Niech an ∈ [cm, bm] . Wtedy również an+1, an+2, an+3, . . . ∈ [cm, bm]

i oczywíscie g ∈ [cm, bm] . Każde dwa punkty przedziaÃlu [cm, bm] sa↪ odlegÃle o

nie wie↪cej niż bm − cm < ε , w szczególności odlegÃlość g od każdego z punktów

an, an+1, an+2, an+3, . . . jest mniejsza niż ε . Oznacza to, że lim
n→∞

an = g . Jeśli

cia↪g (an) jest nierosna↪cy, to można już udowodniona↪ cze↪́sć twierdzenia zastosować

do cia↪gu (−an) , który jest niemaleja↪cy. Ma on zatem jaka↪́s granice↪ g . Bez trudu

wykazujemy, że lim
n→∞

an = −g .

Ten dowód zostaÃl zamieszczony po to, by studenci mogli zrozumieć, jak można

przeprowadzać rozumowania matematyczne. Nie należy uczyć sie↪ go na pamie↪ć, warto

go jednak go przemyśleć.

Wypada jednak zauważyć, że gdybyśmy ograniczyli sie↪ do liczb wymiernych,

czyli do uÃlamków o caÃlkowitych licznikach i mianownikach, to twierdzenie nie byÃloby

prawdziwe — istnieja↪ bowiem cia↪gi liczb wymiernych, których granice sa↪ niewymierne.

Twierdzenie to podaje wie↪c istotna↪ informacje↪ o zbiorze wszystkich liczb rzeczy-

wistych. Chodzi o to mianowicie, że nie ma w nim dziur, geometrycznie jest to

caÃla prosta. Wyprowadzilísmy to twierdzenie z lematu o przedziaÃlach zste↪puja↪cych,

bo byÃl on jedynym do tej pory twierdzeniem mówia↪cym w istocie rzeczy, że ,,mie↪dzy”

liczbami rzeczywistymi żadnych luk nie ma w odróżnieniu od dziurawego zbioru liczb

wymiernych. Mie↪dzy każdymi dwiema różnymi liczbami wymiernymi c i d znajduje

sie↪ liczba niewymierna, np. c + d−c√
2

— jej niewymierność wynika Ãlatwo z tego, że
√

2 > 1 jest liczba↪ niewymierna↪, zaś c 6= d sa↪ wymierne. Jest też jasne, że leży ona

mie↪dzy c i d — od punktu c przesuwamy sie↪ w kierunku punktu d o wektor d−c√
2

,

którego dÃlugość jest mniejsza niż odlegÃlość |c− d| punktów c i d .

Z twierdzenia tego wynika np. od razu, że cia↪g geometryczny, którego zbieżność

zbadalísmy wcześniej ma granice↪ w przypadku q ≥ 0 . Nie wynika natomiast istnienie

tej granicy w przypadku q < 0 , bo w przypadku ujemnego ilorazu cia↪g geometryczny

nie jest monotoniczny. Z tego twierdzenia wynika również, że dla każdej liczby rzeczy-

wistej x cia↪g
(
(1 + x

n )n
)

ma granice↪ — nie zawsze jest on monotoniczny, ale zawsze

jest monotoniczny od pewnego momentu, co w oczywisty sposób również wystar-

cza, bowiem zmiana skończenie wielu wyrazów cia↪gu nie ma wpÃlywu na istnienie

lub wartość granicy, bowiem w definicji granicy mowa jest jedynie o wyrazach cia↪gu,

których numery sa↪ dostatecznie duże, zatem zmiana skończenie wielu wyrazów cia↪gu

może jedynie mieć wpÃlyw na znaczenie sÃlów dostatecznie duże.
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Oznaczenie 4.8 (ważnej granicy)

exp(x) oznaczać be↪dzie w dalszym cia↪gu granice↪ cia↪gu
(
(1 + x

n )n
)
, tzn.

exp(x) = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

.

Wobec tego symbol exp oznacza funkcje↪, która jest określona na zbiorze wszystkich

liczb rzeczywistych, jej wartościa↪ w punkcie x jest liczba dodatnia lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

.

Obliczanie granic i stwierdzanie zbieżności cia↪gu

SformuÃlujemy teraz kilka twierdzeń, które uÃlatwiaja↪ obliczanie granic, ich szacow-

anie lub stwierdzanie ich istnienia. Potem pokażemy jak można je stosować. W końcu

udowodnimy cze↪́sć z nich, tak by wyjaśnić mechanizm dowodzenia. Najpierw zdefini-

ujemy niektóre dziaÃlania z użyciem symboli ±∞ . Przypominamy, że nie sa↪ to liczby

rzeczywiste, lecz nowe obiekty.

Definicja 4.9 (dziaÃlań z użyciem ±∞ )

−(+∞) = −∞ , +(+∞) = +∞ , −(−∞) = +∞ , +(−∞) = −∞ .

+∞ ± a = ±a + (+∞) = +∞ −∞ ± a = ±a + (−∞) = −∞ dla każdej liczby

rzeczywistej a.

+∞+(+∞) = +∞ , −∞+(−∞) = −∞ , +∞−(−∞) = +∞ , −∞−(+∞) = −∞ .

+∞ · a = +∞ i −∞ · a = −∞ dla każdego a > 0 .

(+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞ .

+∞ · a = −∞ i −∞ · a = +∞ dla każdego a < 0 .
a
±∞ = 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej a.
±∞

a = ±∞ · 1
a dla dowolnej liczby a 6= 0 .

a+∞ = +∞ , a−∞ = 0 dla dowolnej liczby a > 1 .

a+∞ = 0 i a−∞ = +∞ dla dowolnej liczby 0 < a < 1 .

−∞ < a < +∞ dla dowolnej liczby rzeczywistej a .

−∞ < +∞ .

ln(+∞) = +∞ , ln 0 = −∞ .

Twierdzenie 4.10 (o arytmetycznych wÃlasnościach granicy)

A1. Jeśli istnieja↪ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określona jest ich suma, to istnieje

granica lim
n→∞

(an+bn) i zachodzi wzór: lim
n→∞

(an+bn) = lim
n→∞

an+ lim
n→∞

bn .

A2. Jeśli istnieja↪ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określona jest ich różnica, to istnieje

granica lim
n→∞

(an − bn) i zachodzi: lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn .

A3. Jeśli istnieja↪ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określony jest ich iloczyn, to istnieje
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granica lim
n→∞

(an · bn) i zachodzi: lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn .

A4. Jeśli istnieja↪ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określony jest ich iloraz, to istnieje

granica lim
n→∞

an

bn
i zachodzi wzór lim

n→∞
an

bn
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
. ×

Zanim udowodnimy to twierdzenie, sformuÃlujemy naste↪pne.

Twierdzenie 4.11 (o szacowaniu)

N1. Jeśli C < lim
n→∞

an , to dla dostatecznie dużych numerów n zachodzi nie-

równość C < an .

N2. Jeśli C > lim
n→∞

an , to dla dostatecznie dużych numerów n zachodzi nie-

równość C > an .

N3. Jeśli lim
n→∞

bn < lim
n→∞

an , to dla dostatecznie dużych numerów n zachodzi

nierówność bn < an .

N4. Jeśli bn ≤ an dla dostatecznie dużych numerów n , to zachodzi nierówność

lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

an . ×

Wniosek 4.12 (z twierdzenia o szacowaniu — jednoznaczność granicy)

Cia↪g ma co najwyżej jedna↪ granice↪.

Dowód. Gdyby miaÃl dwie np. g1 < g2 , to wybrać moglibyśmy liczbe↪ C leża↪ca↪
mie↪dzy g1 i g2 : g1 < C < g2 . Wtedy dla dostatecznie dużych n byÃloby jednocześnie

an < C (zob. N2) oraz an > C (zob. N1), co oczywíscie nie jest możliwe.

Wniosek 4.13 (z tw. o szacowaniu — ograniczoność cia↪gu o granicy skończonej)

Jeśli granica lim
n→∞

an jest skończona, to istnieja↪ liczby rzeczywiste C, D takie, że dla

wszystkich n zachodzi nierówność C < an < D , czyli cia↪g (an) jest ograniczony

z doÃlu liczba↪ C zaś z góry liczba↪ D . ×

Twierdzenie 4.14 (o trzech cia↪gach)

Jeśli an ≤ bn ≤ cn dla dostatecznie dużych n i cia↪gi (an) oraz (cn) maja↪ równe

granice, to cia↪g (bn) też ma granice↪ i zachodzi wzór

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn. ×

Definicja 4.15 (podcia↪gu)

Jeśli (nk) jest ścísle rosna↪cym cia↪giem liczb naturalnych, to cia↪g (ank
) nazywany

jest podcia↪giem cia↪gu (an) .

Na przykÃlad cia↪g a2, a4 a6, . . . , czyli cia↪g (a2k) jest podcia↪giem cia↪gu (an)

— w tym przypadku nk = 2k . Cia↪g a2, a3, a5, a7, a11, . . . jest podcia↪giem cia↪gu
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(an) — w tym przypadku nk jest k –ta↪ liczba↪ pierwsza↪. PrzykÃlady można mnożyć,

ale zapewne starczy powiedzieć, że chodzi o wybranie nieskończenie wielu wyrazów

wyj́sciowego cia↪gu bez zmiany kolejności w jakiej wyste↪powaÃly.

Jest jasne, że jeśli g jest granica↪ cia↪gu, to jest również granica↪ każdego jego pod-

cia↪gu, wynika to od razu z definicji granicy i definicji podcia↪gu. ÃLatwe w dowodzie jest

też twierdzenie pozwalaja↪ce na zbadanie skończenie wielu podcia↪gów danego cia↪gu,

wÃlaściwie wybranych, i wnioskowanie istnienia granicy z istnienia wspólnej granicy

wybranych podcia↪gów.

Twierdzenie 4.16 (o scalaniu) *

ZaÃlóżmy, że z cia↪gu (an) można wybrać dwa podcia↪gi (akn
) i (aln) zbieżne do

tej samej granicy g , przy czym każdy wyraz cia↪gu (an) jest wyrazem co najmniej

jednego z tych podcia↪gów, tzn. dla każdego n istnieje m , takie że n = km lub

n = lm . Wtedy ta wspólna granica obu tych podcia↪gów jest granica↪ cia↪gu (an) :

lim
n→∞

an = g . ×
SformuÃlujemy teraz bardzo ważne twierdzenie, które be↪dzie wielokrotnie stoso-

wane w dowodach.

Twierdzenie 4.17 (Bolzano – Weierstrassa)

Z każdego cia↪gu można wybrać podcia↪g, który ma granice↪ (skończona↪ lub nie). ×

Wniosek 4.18 (z twierdzenia Bolzano – Weierstrassa)

Cia↪g ma granice↪ wtedy i tylko wtedy, gdy granice wszystkich tych jego podcia↪gów,

które maja↪ granice, sa↪ równe. ×
Naste↪pne twierdzenie, w zasadzie już cze↪́sciowo udowodnione, wykazaÃl A.Cauchy,

jeden z twórców analizy matematycznej. ×

Twierdzenie 4.19 (Cauchy’ego) Cia↪g (an) ma granice↪ skończona↪ wtedy i tylko

wtedy, gdy speÃlniony jest naste↪puja↪cy warunek Cauchy’ego:

(wC) dla każdego ε > 0 istnieje taka liczba naturalna nε,

że jeśli k, l > nε, to |ak − al| < ε . ×
Twierdzenie to, podobnie jak twierdzenie o istnieniu granicy cia↪gu monoton-

icznego, pozwala czasem stwierdzić istnienie granicy bez ustalania jej wartości, co

jest bardzo ważne w licznych przypadkach. Pozwala ono też wykazywać nieistnienie

granic — w istocie rzeczy wykazuja↪c, że cia↪g geometryczny o ilorazie q ≤ −1 nie ma

granicy, wykazywalísmy, że nie speÃlnia on warunku Cauchy’ego, role↪ ε peÃlniÃla tam

liczba 2 .

*Ta nazwa to pomysÃl autora, który ma nadzieje↪, że nie jest to caÃlkiem gÃlupi termin.
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Teraz pokażemy jak można stosować twierdzenia, które sformuÃlowalísmy wcześ-

niej. PrzykÃlady 4.8 — 4.13 sa↪ ważne, wyniki tam opisane be↪da↪ później wykorzysty-

wane.

PrzykÃlad 4.5 Rozpoczniemy od przykÃladu już omówionego, ale teraz cia↪g zbada-

my inaczej. Zajmiemy sie↪ mianowicie cia↪giem
(

2n+3
4n−1

)
. Udowodnilísmy poprzednio,

że granica↪ cia↪gu jest liczba 1
2 nie wyjaśniaja↪c, ska↪d wiedzielísmy, że akurat ta liczba

ma być granica↪. Zauważmy, że zarówno licznik jak i mianownik maja↪ granice, mi-

anowicie +∞ . Jesteśmy wie↪c w sytuacji niedobrej:
+∞
+∞ . W tym przypadku można

jednak bez trudu przeksztaÃlcić wyrażenie określaja↪ce wyraz cia↪gu: 2n+3
4n−1 =

2 + 3
n

4− 1
n

.

Teraz możemy zastosować twierdzenie o granicy sumy cia↪gów (A1), potem o granicy

różnicy cia↪gów (A2), by stwierdzić, że lim
n→∞

(2 + 3
n ) = 2 + lim

n→∞
3
n = 2 + 0 = 2 oraz

lim
n→∞

(4 − 1
n ) = 4 − lim

n→∞
1
n = 4 − 0 = 4 — wiemy już przecież, że lim

n→∞
1
n = 0 ,

zatem lim
n→∞

3
n = 3 · lim

n→∞
1
n = 3 · 0 = 0 . Teraz mamy do czynienia z ilorazem, którego

licznik ma granice↪ 2 , zaś mianownik — granice↪ 4 , wie↪c różna↪ od 0 , co umożliwia

skorzystanie z twierdzenia o granicy ilorazu (A4). Z niego wynika od razu, że granica↪
jest 2

4 = 1
2 . Oczywíscie nic wie↪cej już robić nie trzeba, bo twierdzenie o arytmety-

cznych wÃlasnościach granicy gwarantuje zarówno istnienie granic, jak i odpowiednie

równości.

PrzykÃlad 4.6 Rozważymy naste↪pny prosty przykÃlad: lim
n→∞

(n5−100n4−333978) .

Wykażemy mianowicie, ze cia↪g ten ma granice↪ +∞ . Czytelnik zechce zwrócić uwage↪
na to, że na pewno pierwszych 100 wyrazów to liczby ujemne — nie twierdzimy

wcale, że tylko 100 , ale n5 − 100n4 = n4(n− 100) ≤ 0 dla n ≤ 100 , a od tej liczby

odejmujemy jeszcze 333978 , wie↪c te wyrazy sa↪ ujemne, a o znaku dalszych nic nie

mówimy. Zapiszmy wyraz cia↪gu w postaci n5(1− 100
n − 333978

n5 ) . Oczywíscie

lim
n→∞

n5 = ( lim
n→∞

n) · ( lim
n→∞

n) · ( lim
n→∞

n) · ( lim
n→∞

n) · ( lim
n→∞

n) =

= (+∞) · (+∞) · (+∞) · (+∞) · (+∞) = +∞
na mocy twierdzenia o granicy iloczynu (A3). Na mocy twierdzenia o granicy ilorazu

(A4) stwierdzamy, że lim
n→∞

100
n = 0 oraz lim

n→∞
333978

n5 = 0 . Możemy wie↪c zastosować

twierdzenie o granicy różnicy (A2) dwukrotnie, by stwierdzić, że

lim
n→∞

(
1− 100

n − 333978
n5

)
= 1− 0− 0 = 1 .

Nasz cia↪g zostaÃl wie↪c przedstawiony jako iloczyn dwóch cia↪gów, z których pierwszy

da↪ży do +∞ a drugi do liczby dodatniej, do 1 . Z definicji mnożenia symboli
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nieskończonych przez liczby dodatnie i twierdzenia o granicy iloczynu wynika, że jego

granica↪ jest +∞ .

Oczywíscie i w tym przypadku można posta↪pić nieco inaczej. Możemy napisać nie-

równość:

n5 − 100n4 − 333978 ≥ n5 − 334078n4 = n4(n− 334078)

— otrzymalísmy cia↪g, który jest iloczynem dwóch cia↪gów: (n− 334078) i (n4) . Oba

da↪ża↪ do +∞ , wie↪c ich iloczyn da↪ży do +∞ ·+∞ = +∞ .

PrzykÃlad 4.7 Pokazalísmy wcześniej, że wyraz cia↪gu geometrycznego o ilorazie

z przedziaÃlu (−1, 1) jest zbieżny do 0 . Pokażemy jak można uzyskać ten sam rezul-

tat bez szacowań stosuja↪c w zamian twierdzenie o istnieniu granic pewnych cia↪gów.

ZaÃlóżmy na pocza↪tek, że 0 ≤ q < 1 . Wtedy oczywíscie qn+1 ≤ qn , wie↪c cia↪g

jest nierosna↪cy, zatem ma granice↪. Oznaczmy ja↪ symbolem g . Ponieważ wszystkie

wyrazy cia↪gu leża↪ w przedziale (0, 1) , wie↪c granica leży w przedziale [0, 1] . Jest

jasne, że jeśli granica↪ cia↪gu jest liczba g , to każdy jego podcia↪g jest też zbieżny do g .

Wobec tego g = lim
n→∞

qn+1 = lim
n→∞

(q · qn) = q · lim
n→∞

qn = q · g , czyli g = qg . Sta↪d,

ponieważ q 6= 1 , natychmiast wynika, że g = 0 . ZaÃlóżmy teraz, że −1 < q < 0 .

Wtedy −|q|n ≤ qn ≤ |q|n . Z już udowodnionej cze↪́sci twierdzenia i z twierdzenia

o trzech cia↪gach wynika, że 0 = lim
n→∞

(−|q|n) = lim
n→∞

qn = lim
n→∞

|q|n = 0 .

W ten sam sposób można rozważyć przypadek q > 1 . Cia↪g (qn) jest ścísle rosna↪cy,

wie↪c ma granice↪ g . SpeÃlniona musi być równość g = qg , co jest możliwe jedynie wt-

edy, gdy g = 0 lub g = ±∞ . Wiemy oczywíscie, że g > 0 — granica rosna↪cego cia↪gu

liczb dodatnich musi być wie↪ksza niż 0 , wobec tego g = +∞ . W przypadku q ≤ −1

cia↪g nie ma granicy, bo możemy wybrać podcia↪g, który ma granice↪ g1 ≤ −1 , np.

q2n−1 = q · (q2)n oraz podcia↪g, który ma granice↪ g2 ≥ 1 , np. q2n = (q2)n , istnienie

podcia↪gów o różnych granicach przeczy istnieniu granicy cia↪gu, zarówno skończonej

jak i nieskończonej.

PrzykÃlad 4.8 Niech a > 0 be↪dzie liczba↪ rzeczywista↪. Wykażemy, że lim
n→∞

n
√

a = 1.

Podobnie jak w poprzednich przypadkach pokażemy dwie metody. Tym razem za-

czniemy od sposobu z mniejsza↪ liczba↪ rachunków, czyli ,,bardziej teoretycznego”.

ZaÃlóżmy, że a > 1 . Cia↪g
(

n
√

a
)

jest w tym przypadku ścísle maleja↪cy, jego

wyrazy sa↪ wie↪ksze niż 1 , wie↪c ma granice↪ g , skończona↪, która nie może być mniejsza

niż 1 . Każdy podcia↪g tego cia↪gu jest zbieżny do g . Mie↪dzy innymi g = lim
n→∞

2n
√

a .

Skorzystamy teraz z twierdzenia o iloczynie granic:

g2 = g · g = lim
n→∞

2n
√

a · lim
n→∞

2n
√

a = lim
n→∞

( 2n
√

a)2 = lim
n→∞

n
√

a = g ,
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zatem g2 = g . Sta↪d wynika, że g = 0 < 1 lub g = 1 (już wiemy, że g nie

jest równe ±∞ ). Ponieważ pierwsza możliwość zostaÃla wcześniej wykluczona, wie↪c

zostaje druga, czyli g = 1 .

Dla a = 1 teza jest prawdziwa w oczywisty sposób. ZaÃlóżmy teraz, że 0 < a < 1 .

Mamy lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

1
n
√

1/a
=

1
lim

n→∞
n
√

1/a
=

1
1

= 1 — skorzystalísmy z twierdze-

nia o ilorazie granic oraz z już udowodnionej cze↪́sci tezy.

Teraz udowodnimy, że lim
n→∞

n
√

a = 1 w przypadku a > 1 , za pomoca↪ szacowań. Niech

ε be↪dzie dowolna↪ liczba↪ rzeczywista↪ dodatnia↪. Chcemy wykazać, że dla dostatecznie

dużych liczb naturalnych n zachodzi nierówność | n
√

a− 1| < ε , czyli że

1− ε < n
√

a < 1 + ε .

Ponieważ a > 1 , wie↪c nierówność podwójna sprowadza sie↪ do nierówności n
√

a < 1+ε ,

czyli do nierówności a < (1 + ε)n . Ta z kolei wynika z nierówności a < 1 + nε , bo

1 + nε < (1 + ε)n — nierówność Bernoulli’ego. Wystarczy wie↪c, by nε >
a− 1

ε
. To

kończy dowód.

Uwaga 4.20 Nie rozwia↪zywalísmy nierówności n
√

a < 1 + ε , bo wymagaÃloby to

zastosowania logarytmów, n >
log a

log (1 + ε)
, wskazalísmy jedynie moment, od którego

nierówność jest prawdziwa, nie troszcza↪c sie↪ o to, co sie↪ dzieje w przypadku wcześ-

niejszych n .

Uwaga 4.21 Zauważmy, że w definiuja↪c pote↪ge↪ o wykÃladniku rzeczywistym wykaza-

lísmy, że dla każdej liczby a > 1 i dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierówność
2m√

a < 1 + a−1
2m . Sta↪d wynika, że jeżeli n ≥ 2m , to 1 < n

√
a ≤ 2m√

a < 1 + a−1
2m .

Maja↪c dane ε > 0 dobieramy m ∈ N tak, że 1 + a−1
2m < 1 + ε , wie↪c dla n > 2m

mamy n
√

a < 1 + ε . Oznacza to, że lim
n→∞

n
√

a = 1 .

PrzykÃlad 4.9 Teraz wykażemy, że granica↪ cia↪gu
(

n
√

n
)

jest liczba 1 . Zacznijmy

od wypisania kilku pierwszych wyrazów cia↪gu: 1
√

1 = 1 ,
√

2 , 3
√

3 , 4
√

4 =
√

2 , . . . .

Bez trudu można stwierdzić, że 3
√

3 >
√

2 — można np. podnieść te↪ nierówność

obustronnie do pote↪gi 6 . Oznacza to, że
√

2 < 3
√

3 > 4
√

4 . Wynika sta↪d, że cia↪g ten

nie jest maleja↪cy ani rosna↪cy. Nie wyklucza to monotoniczności od pewnego miejsca.

Udowodnimy wie↪c , że lim
n→∞

n
√

n = 1 korzystaja↪c z definicji granicy cia↪gu, inny sposób

pokażemy później.

Niech ε be↪dzie dodatnia↪ liczba↪ dodatnia↪. Ponieważ wszystkie wyrazy cia↪gu sa↪
wie↪ksze lub równe od 1 , wie↪c wystarczy wykazać, że dla dostatecznie dużych n
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zachodzi nierówność n
√

n < 1 + ε , czyli n < (1 + ε)n . Tym razem nierówność

Bernoulli’ ego jest niewystarczaja↪ca, ale ponieważ ε > 0 , wie↪c dla n ≥ 2 mamy

(1 + ε)n ≥ 1 +
(
n
1

)
ε +

(
n
2

)
ε2 >

(
n
2

)
ε2 . Wystarczy wie↪c, żeby n <

(
n
2

)
ε2 = n(n−1)

2 ε2 ,

czyli 2
ε2 + 1 < n , co kończy dowód.

Teraz pokażemy, jak można uzyskać ten sam wynik bez szacowań. Nierówność
n+1
√

n + 1 < n
√

n jest równoważna nierówności n >
(

n+1
n

)n =
(
1 + 1

n

)n . Otóż

wykazalísmy wcześniej, że cia↪g
(
1 + 1

n

)n jest ograniczony. Wobec tego nierówność

n >
(
1 + 1

n

)n zachodzi dla wszystkich dostatecznie dużych liczb naturalnych n — nie

mamy powodu ustalać w tej chwili, od którego momentu jest ona prawdziwa. Wobec

tego cia↪g ( n
√

n) jest maleja↪cy od pewnego momentu, jest też ograniczony z doÃlu przez

liczbe↪ 1 , a co zatem idzie zbieżny. Oznaczmy przez g jego granice↪. Każdy podcia↪g

tego cia↪gu, np. 2n
√

2n jest zbieżny do tej samej granicy g . Wobec tego

g2 = g · g = lim
n→∞

2n
√

2n · lim
n→∞

2n
√

2n = lim
n→∞

(
2n
√

2n
)2

= lim
n→∞

(
n
√

2 · n
√

n
)

=

= lim
n→∞

n
√

2 · n
√

n = 1 · g .

Otrzymalísmy równość g2 = g a ponieważ 1 ≤ g < +∞ , wie↪c g = 1 , co kończy

dowód. OkazaÃlo sie↪, że również w tym przypadku można omina↪ć rachunki, wymagaÃlo

to tylko nieco wie↪cej zachodu niż poprzednio, bo cia↪g nie jest monotoniczny, a tylko

maleja↪cy od pewnego momentu.

PrzykÃlad 4.10 Niech k be↪dzie dowolna↪ liczba↪ caÃlkowita↪ dodatnia↪, q liczba↪ rzeczy-

wista↪ wie↪ksza↪ od 1 . Wykażemy, że lim
n→∞

nk

qn = 0 . Niech r = 1−q . Oczywíscie r > 0 .

ZaÃlóżmy, że n > k + 1 . Mamy wtedy

qn = (1 + r)n =

= 1 +
(
n
1

)
r +

(
n
2

)
r2 +

(
n
3

)
r3 + · · ·+ (

n
k

)
rk +

(
n

k+1

)
rk+1 + · · ·+ (

n
n

)
rn >

(
n

k+1

)
rk+1 .

Wobec tego

0 < nk

qn < nk

( n
k+1)rk+1 = nk(k+1)!

n(n−1)·...·(n−k)rk+1 = (k+1)!

n(1− 1
n )(1− 2

n )·...·(1− k
n )rk+1

−−−−→
n→∞

0 ,

a sta↪d i z twierdzenia o trzech cia↪gach teza wynika od razu.*

PrzykÃlad 4.11 Niech an = qn

n! i niech q oznacza dowolna↪ liczbe↪ rzeczywista↪.

Wykażemy, że lim
n→∞

an = 0 .

Z definicji cia↪gu (an) wynika, że an = q·q·q·...·q
1·2·3·...·n . Iloraz |q|

n maleje wraz ze wzrostem

liczby n . Jest nawet lim
n→∞

|q|
n = 0 . Oznacza, to że jeśli n jest duże, to wyraz an+1

*Na przeÃlomie XVIII i XIX w. angielski ekonomista Th.R.Malthus twierdziÃl, że liczba ludności wzrasta
jak cia↪g geometryczny, zaś ilość żywności jak cia↪g arytmetyczny, tzw. prawo Malthusa. WynikaÃloby

sta↪d i z tego, co wÃlaśnie wykazalísmy, że ilość żywności przypadaja↪ca na jedna↪ osobe↪ maleje w czasie

i to do 0 , co prawda w bardzo dÃlugim, bo w przypadku liczby ludności q≈1 , ale to i tak nie wygla↪daÃlo

dobrze.
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jest znikomo maÃla↪ cze↪́scia↪ wyrazu an . Sta↪d powinna wynikać zbieżność cia↪gu do 0 .

Rzeczywíscie, niech m ≥ 2|q| be↪dzie liczba↪ naturalna↪ i niech n > m . Wtedy

0 <

∣∣∣∣
qn

n!

∣∣∣∣ =
|qm|
m!

· |q|
m + 1

· |q|
m + 2

· . . . · |q|
n

<
|qm|
m!

·
(

1
2

)n−m

.

Ostatnie wyrażenie da↪ży do 0 , bo jest to wyraz cia↪gu geometrycznego o ilorazie 1
2 .

Stosujemy twierdzenie o trzech cia↪gach. Z niego wynika, że lim
n→∞

∣∣∣ qn

n!

∣∣∣ = 0 . Dowód

zostaÃl zakończony.

PrzykÃlad 4.12 lim
n→∞

n!
nn = 0 . Wynika to sta↪d, że 0 < n!

nn = 1
n · 2

n · . . . · n
n ≤ 1

n

i tego, że lim
n→∞

1
n = 0 . Dowód zostaÃl zakończony. .

PrzykÃlad 4.13 Jeżeli k > 1 jest liczba↪ naturalna↪, x1, x2, . . . sa↪ liczbami

nieujemnymi i lim
n→∞

xn = g , to lim
n→∞

k
√

xn = k
√

g . Jeśli bowiem
(

k
√

xln

)
jest pod-

cia↪giem zbieżnym do granicy x cia↪gu
(

k
√

xn

)
, to na mocy twierdzenia o granicy

iloczynu cia↪gów zachodzi xk =
(

lim
n→∞

k
√

xln

)k

= lim
n→∞

xln = g . Ponieważ x ≥ 0 ,

jako granica cia↪gu liczb nieujemnych, wie↪c x = k
√

g . Wykazalísmy wie↪c, że wszys-

tkie te podcia↪gi cia↪gu
(

k
√

xn

)
, które maja↪ granice, sa↪ zbieżne do k

√
g . Z wniosku z

twierdzenia Bolzano – Weierstrassa wynika, że granica↪ cia↪gu
(

k
√

xn

)
jest k

√
g . To

twierdzenie z Ãlatwościa↪ można rozszerzyć na przypadek cia↪gu liczb ujemnych i pier-

wiastka stopnia nieparzystego.

Można też wykazać to twierdzenie korzystaja↪c z Ãlatwej do uzasadnienia nierówności∣∣ k
√

x− k
√

y
∣∣ ≤ k

√
|x− y|

PrzykÃlad 4.14 Teraz kilka sÃlów wyjaśniaja↪cych dlaczego pewne dziaÃlania z uży-

ciem symboli nieskończonych sa↪ zdefiniowane, a inne — nie. Wypiszmy kilka równości

Ãlatwych do dowodu:

lim
n→∞

(
n− (n− 1

n )
)

= lim
n→∞

1
n = 0 , co sugeruje, że powinno być +∞− (+∞) = 0 ;

lim
n→∞

(n− (n− 1)) = lim
n→∞

1 = 1 , co sugeruje, że powinno być +∞− (+∞) = 1 ;

lim
n→∞

(
n− (n− n

2 )
)

= lim
n→∞

n
2 = +∞ , zatem powinno być +∞− (+∞) = +∞ ;

lim
n→∞

(n− (2n)) = lim
n→∞

(−n) = −∞ , zatem powinno być +∞− (+∞) = −∞ .

Okazuje sie↪ wie↪c, że z tego, że dwa cia↪gi da↪ża↪ do +∞ , nic nie wynika na temat

wartości granicy ich różnicy. Przyja↪wszy an = n i bn = n + (−1)n przekonujemy sie↪
z Ãlatwościa↪, że może sie↪ też zdarzyć, że lim

n→∞
an = +∞ , lim

n→∞
bn = +∞ , natomiast

różnica (an − bn) cia↪gów (an) i (bn) granicy w ogóle nie ma, w tym przypadku jest

ona cia↪giem geometrycznym o ilorazie −1 . Innymi sÃlowy na podstawie tego, że dwa
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cia↪gi maja↪ granice↪ +∞ , nic o istnieniu granicy ich różnicy lub jej wartości w przy-

padku, gdy granica istnieje, powiedzieć nie można! To samo dotyczy innych sym-

boli nieoznaczonych np. 0
0 , ±∞

±∞ , 1±∞ , 00 . . . Zache↪camy czytelnika do samodzielnego

wymyślenia odpowiednich przykÃladów w celu lepszego zrozumienia tych kwestii.

Uwaga 4.22 (o cie↪żkim życiu studenta) Wielu studentów miewaÃlo w przeszÃlości

— przyszÃlość nie jest autorowi znana — kÃlopoty z symbolami nieoznaczonymi; wg. au-

tora samodzielne wymyślenie kilku przykÃladów ilustruja↪cych niemożność rozszerzenia

definicji dziaÃlań z użyciem nieskończoności to jedna z najpewniejszych dróg uniknie↪cia

tego rodzaju trudności.

Ostatnia rzecz, o której wspomnieć wypada przed przej́sciem do dowodów, to

twierdzenie o przenoszeniu sie↪ nierówności na granice↪ (N4). Otóż można by pomyśleć,

że jeśli dla wszystkich dostatecznie dużych liczb naturalnych n zachodzi ostra nie-

równość bn < an , to również w granicy nierówność jest ostra. Tak może być, ale nie

musi. Świadczyć może o tym naste↪puja↪cy przykÃlad: an = 1
2n , bn = 1

n — wobec

tego an < bn dla n = 1, 2, 3, . . . i jednocześnie lim
n→∞

an = 0 = lim
n→∞

bn .

Funkcja wykÃladnicza o podstawie e

Definicja 4.23 (Liczby e )

e = exp(1) = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

.

Udowodnimy, że dla każdej liczby x ∈ R zachodzi równość ex = exp(x) . Wyma-

gać to be↪dzie troche↪ pracy, ale p drodze wykażemy ważne wÃlasności funkcji wykÃlad-

niczej o podstawie e .

Lemat 4.24 (o pote↪gach cia↪gów szybko zbieżnych do 1 )

Jeśli lim
n→∞

nan = 0 , to lim
n→∞

(1 + an)n = 1 .

Dowód. Skorzystamy z nierówności Bernoulliego i twierdzenia o trzech cia↪gach.

Z tego, że lim
n→∞

nan = 0 wynika, że istnieje taka liczba naturalna n̂ , że dla każdego

naturalnego n > n̂ zachodzi nierówność |nan| < 1
2 , wie↪c również |an| ≤ |nan| < 1

2 ,

zatem −1 < − 1
2 < an . Z nierówności Bernoulliego wynika wie↪c, że dla każdego n > n̂

zachodzi nierówność (1 + an)n ≥ 1 + nan . Mamy też
∣∣∣−nan

1+an

∣∣∣ ≤ |−nan|
1−|an| <

1
2

1− 1
2

= 1 .

Możemy wie↪c skorzystać z nierówności Bernoulliego raz jeszcze:

(1 + an)n =


 1

1 +
−an

1 + an




n

=
1(

1 +
−an

1 + an

)n ≤ 1

1 +
−nan

1 + an

.
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Wynika sta↪d naste↪puja↪ca nierówność podwójna

1 + nan ≤ (1 + an)n ≤ 1

1 +
−nan

1 + an

.

Z tego, że lim
n→∞

nan = 0 wynika, że

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
1
n · n · an

)
= lim

n→∞
1
n · lim

n→∞
(nan) = 0 · 0 = 0 , zatem

lim
n→∞

(1 + nan) = 1 + 0 = 1 i lim
n→∞

1
1+−nan

1+an

= 1
1+ −0

1+0
= 1 . Z twierdzenia o trzech

cia↪gach wynika wie↪c, że lim
n→∞

(1 + an)n = 1 . Lemat zostaÃl udowodniony.

Lemat 4.25 (podstawowa nierówność dla funkcji wykÃladniczej)

Dla każdej liczby x ∈ R zachodzi nierówność exp(x) ≥ 1 + x .

Dowód. Jeśli n > −x , to x
n > −1 , zatem

(
1 + x

n

)n ≥ 1 + n · x
n = 1 + x . Wobec

tego exp(x) = lim
n→∞

(
1 + x

n

)n ≥ 1 + x . Lemat zostaÃl udowodniony.

Lemat 4.26 (podstawowa wÃlasność funkcji exp )

Dla każdej pary liczb rzeczywistych x, y zachodzi równość

exp(x + y) = exp(x) exp(y) .

Dowód. Ponieważ dla m > −x 6= 0 zachodza↪ nierówności

1 + x
m > 0 oraz

(
1 + x

m

)m
<

(
1 + x

m+1

)m+1

— przykÃlad 4.4, wie↪c exp(x) = lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
>

(
1 + x

m

)m
> 0 . Dowodzona równość

jest wie↪c równoważna naste↪puja↪cej
exp(x)·exp(y)

exp(x+y) = 1 . Wykażemy, że

1 = lim
n→∞

(
1 + x

n

)n · (1 + y
n

)n

(
1 + x+y

n

)n = lim
n→∞

(
1 +

xy
n2

1 + x+y
n

)n

.

Równość wynika od razu z lematu o pote↪gach cia↪gów szybko zbieżnych do 1 : przyj-

mujemy an =
xy

n2

1+ x+y
n

. Oczywíscie wtedy lim
n→∞

nan = lim
n→∞

xy
n

1+ x+y
n

= 0
1+0 = 0 .

Lemat 4.27 (o monotoniczności funkcji exp )

Jeśli y > x , to exp(y) > exp(x) .

Dowód. Mamy

exp(y) = exp(y − x + x) = exp(y − x) exp(x) ≥ (1 + y − x) exp(x) > exp(x)

— skorzystalísmy z dodatniości liczby exp(x) i z nierówności podstawowej.

Twierdzenie 4.28 (o cia↪gÃlości funkcji exp )

Jeśli lim
n→∞

xn = x , to lim
n→∞

exp(xn) = exp(x) .
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Dowód. Jeśli h < 1 , to exp(h) = 1
exp(−h) ≤ 1

1+(−h) = 1
1−h . Wynika sta↪d, że jeśli

lim
n→∞

hn = 0 , to dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność |hn| < 1 , zatem

1 + hn ≤ exp(hn) ≤ 1
1−hn

, a ponieważ lim
n→∞

(1 + hn) = 1 + 0 = 1 oraz lim
n→∞

1
1−hn

=

1
1−0 = 1 , wie↪c lim

n→∞
exp(hn) = 1 . Sta↪d i z równania podstawowego wynika, że

lim
n→∞

exp(xn) = lim
n→∞

(exp(xn − x) exp(x)) = lim
n→∞

exp(xn − x) · lim
n→∞

exp(x)) =

= 1 · exp(x) = exp(x) .

Lemat 4.29

Jeśli k, n ∈ Z , n > 0 , to exp( k
n ) = ek/n .

Dowód. Dla każdej liczby naturalnej n i każdej liczby rzeczywistej x zachodzi

równość exp(nx) = (exp(x))n — wynika ona od razu z podstawowej wÃlasności funkcji

exp . Przyjmuja↪c w ostatniej równości x = y
n otrzymujemy exp(y) = (exp y

n )n ,

wie↪c exp y
n = n

√
exp(y) = (exp(y))1/n . Dla każdej naturalnej liczby k mamy wie↪c

exp( k
n ) = (exp( 1

n ))k = (e1/n)k = ek/n . PozostaÃly jeszcze liczby ujemne. Jeśli k < 0 ,

to 1 = exp(0) = exp(− k
n + k

n ) = exp(− k
n ) · exp( k

n ) , zatem

exp( k
n ) = 1

exp(− k
n )

= 1
exp(−k

n )
= 1

e−k/n = ek/n .

Twierdzenie 4.30

Dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość exp(x) = ex .

Dowód. Wiemy, że funkcje x 7→ exp(x) i x 7→ ex sa↪ rosna↪ce i pokrywaja↪ sie↪
na zbiorze liczb wymiernych. Wiemy też, że dla dowolnych liczb rzeczywistych u, v

i dowolnej liczby naturalnej n z nierówności 0 < u− v < 1
2n wynika

0 < ev − eu < eu · e−1
2n .

Jeśli x jest dowolna↪ liczba↪ rzeczywista↪, n — dowolna↪ liczba↪ naturalna↪ a u, v sa↪
takimi liczbami wymiernymi, że u < x < v , v − u < 1

2n , to speÃlnione sa↪ nierówności

eu = exp(u) < exp(x) < exp(v) = ev , eu < ex < ev i wobec tego

|ex − exp(x)| < ev − eu < eu · e−1
2n < ex · e−1

2n .

Wynika sta↪d, że różnica mie↪dzy liczbami ex i exp(x) jest równa 0 , bo jest mniejsza

od dowolnej liczby dodatniej (n to dowolna liczba naturalna!).

Definicja 4.31 (logarytmu naturalnego)

Logarytmem naturalnym liczby x > 0 nazywamy liczbe↪ loge x . Oznaczamy ja↪ sym-

bolem ln x .

Lemat 4.32

Dla każdej liczby rzeczywistej x > −1 zachodza↪ nierówności
x

1 + x
≤ ln(1 + x) ≤ x .
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Dowód. Nierówność ln(1 + x) ≤ x wynika od razu z nierówności 1 + x ≤ ex —

logarytm naturalny wie↪kszej liczby jest wie↪kszy, bo e > 1 .

Mamy 1− x
1+x = 1

1+x , zatem z nierówności x > −1 wynika, że x
1+x < 1 . Z tej

nierówności wynika, że ex/(1+x) ≤ 1
1− x

1+x
= 1 + x , zatem

x
1+x = ln

(
ex/(1+x)

) ≤ ln(1 + x) ,

co dowodzi lewej nierówności.

Uwaga 4.33 Logarytmy naturalne byÃly pierwszymi, które obliczano. Później prze-

konamy sie↪, że pojawiaja↪ sie↪ one w wielu sytuacjach.

Zakończymy rozważania o funkcji wykÃladniczej o podstawie e jeszcze jednym

wzorem.

Twierdzenie 4.34

Dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość*

ex = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ . . . +

xn

n!

)
= :

∞∑
n=0

xn

n!
.

Dowód. Niech k > 0 be↪dzie dowolna↪ liczba↪ naturalna↪. Przypominam, że dla n ≥ k

zachodzi wzór
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! = n
1 · n−1

2 · n−2
3 · . . . · n−k+1

k oraz n−j
n = 1 − j

n . Jeśli

n ≥ k , to(
1 + x

n

)n = 1 +
(
n
1

)
x
n +

(
n
2

)
( x

n )2 + . . . +
(
n
k

)
( x

n )k + . . . +
(
n
n

)
( x

n )n =

= 1 + x
1! + (1− 1

n )x2

2! + (1− 1
n )(1− 2

n )x3

3! + . . . + (1− 1
n )(1− 2

n ) . . . (1− n−1
n )xn

n! .

Mamy zatem
(
1 + x

n

)n −
(
1 + x

1! + x2

2! + . . . + xk

k!

)
=

=
(
1 + x

1! + (1− 1
n )x2

2! + . . . + (1− 1
n )(1− 2

n ) . . . (1− n−1
n )xn

n!

)
−

−
(
1 + x

1! + x2

2! + . . . + xk

k!

)
=

=
(
(1− 1

n )− 1
)

x2

2! + . . . +
(
(1− 1

n )(1− 2
n ) . . . (1− k−1

n )− 1
)

xk

k! +

+ (1− 1
n )(1− 2

n ) . . . (1− k
n ) xk+1

(k+1)! + . . . + (1− 1
n )(1− 2

n ) . . . (1− n−1
n ) xn

(n)! .

Sta↪d wynika, że (przyp. |a + b| ≤ |a|+ |b| , 1− 1
n < 1 , 1− 2

n < 1 , itd.)∣∣∣
(
1 + x

n

)n −
(
1 + x

1! + x2

2! + . . . + xk

k!

)∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣
(
(1− 1

n )− 1
)

x2

2! + . . . +
(
(1− 1

n )(1− 2
n ) . . . (1− k−1

n )− 1
)

xk

k!

∣∣∣ +

+ |x|k+1

(k+1)! + . . . + |x|n
(n)!

ZaÃlóżmy teraz, że k > 2|x| . Wtedy
|x|k+2

(k+2)! = |x|k+1

(k+1)! · |x|
k+2 ≤ 1

2 · |x|
k+1

(k+1)! , |x|k+3

(k+3)! = |x|k+2

(k+2)! · |x|
k+3 ≤ 1

2 · |x|
k+2

(k+2)! ≤ 1
22 · |x|

k+1

(k+1)! ,

*Znak =: oznacza symbol naste↪puja↪cy po dwukropku jest zdefiniowany za p[omoca↪ wyrażenia znaj-

duja↪cego sie↪ po lewej stronie równości.
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|x|k+4

(k+4)! = |x|k+3

(k+3)! · |x|
k+4 ≤ 1

2 · |x|
k+3

(k+3)! ≤ 1
23 · |x|

k+1

(k+1)! , . . . , |x|n
(n)! ≤ 1

2n−k−1 · |x|
k+1

(k+1)! .

Sta↪d
|x|k+1

(k+1)! + . . .+ |x|n
(n)! ≤ |x|k+1

(k+1)! (1+ 1
2 + . . .+ 1

2n−k−1 ) = |x|k+1

(k+1)! (2− 1
2n−k−1 ) ≤ 2|x|k+1

(k+1)! .

Wobec tego∣∣∣
(
1 + x

n

)n −
(
1 + x

1! + x2

2! + . . . + xk

k!

)∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣
(
(1− 1

n )− 1
)

x2

2! + . . . +
(
(1− 1

n )(1− 2
n ) . . . (1− k−1

n )− 1
)

xk

k!

∣∣∣ + 2|x|k+1

(k+1)! .

Mamy zatem (przyp. lim
n→∞

(1− j
n ) = 1 )

∣∣∣ex −
(
1 + x

1! + x2

2! + . . . + xk

k!

)∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣
(
1 + x

n

)n −
(
1 + x

1! + x2

2! + . . . + xk

k!

)∣∣∣ ≤

≤ lim
n→∞

(∣∣∣
(
(1− 1

n )− 1
)

x2

2! + . . . +
(
(1− 1

n )(1− 2
n ) . . . (1− k−1

n )− 1
)

xk

k!

∣∣∣ + 2|x|k+1

(k+1)!

)
=

= 2|x|k+1

(k+1)! .

Udowodnilísmy, że
∣∣∣ex −

(
1 + x

1! + x2

2! + . . . + xk

k!

)∣∣∣ ≤ 2|x|k+1

(k+1)! .

Ponieważ lim
n→∞

2|x|n+1

(n+1)! = 0 , wie↪c lim
n→∞

∣∣∣ex −
(
1 + x

1! + x2

2! + . . . + xn

n!

)∣∣∣ = 0 , a co za

tym idzie ex = lim
n→∞

(
1 + x

1! + x2

2! + . . . + xn

n!

)
. Zakończylísmy dowód twierdzenia.

Wniosek 4.35∣∣e− 1957
720

∣∣ =
∣∣e− 1440+360+120+30+6+1

720

∣∣ =
∣∣e− (1 + 1

1! + 1
2! + 1

3! + 1
4! + 1

5! + 1
6! )

∣∣ <

< 2
7! = 1

3·4·5·6·7 = 1
2520 , e ≈ 1957

720 ≈ 2,718 .

Wypada dodać, że po rozwinie↪ciu teorii ten dowód można be↪dzie zasta↪pić znacz-

nie krótszym. W tym miejscu podalísmy go jedynie po to, by studenci mogli prze-

śledzić rozumowanie, które wyda im sie↪ dÃlugie, choć to tylko jedna strona, co jest

dobrym ćwiczeniem w szacowaniu (ocenie bÃle↪du przybliżenia). Jednocześnie warto

napisać, ze dla osób, które w zasadzie nie spotykaÃly sie↪ z dowodami, może ono być

trudnawe. Jednak prześledzenie kilku takich rozumowań z pewnościa↪ uÃlatwi zrozu-

mienie materiaÃlu.
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Opuszczone dowody

Przejdziemy teraz do dowodów twierdzeń sformuÃlowanych na pocza↪tku tego rozdziaÃlu.

Zaczniemy od nierówności. Zache↪camy studentów do przejrzenia przynajmniej cze↪́sci

dowodów i doÃlożenia starań w celu zrozumienia wnioskowania. Wnioskowanie to

jedna z najważniejszych rzeczy w matematyce. Rozpowszechniany pogla↪d, że jest

to potrzebne tylko matematykom, jest tylko w pewnym sensie prawdziwy. Bez za-

poznania sie↪ z metodami stosowanymi w matematyce nie sposób zapewne zrozumieć

sformuÃlowań wielu twierdzeń i wobec tego trudno je stosować, na pewno grozi to

bÃle↪dami i zmusza studentów do zbe↪dnego zapamie↪tywania jakichś szczegóÃlów, które

z punktu widzenia osób, które zrozumiaÃly podstawowe kwestie sa↪ po prostu oczy-

wiste i w ogóle o nich nie warto wspominać. Poza tym cze↪́sć dowodów mówi o tym,

jak należy poste↪pować w różnych sytuacjach: dowód twierdzenia o granicy iloczynu

lub ilorazu cia↪gów to po prostu opis podstawowej (i najprostszej) metody szacowania

iloczynu lub ilorazu.

Dowód twierdzenia o szacowaniu Zaczniemy od N1. Przypomnijmy, że liczba

C jest mniejsza od granicy cia↪gu (an) . Mamy wykazać, że dla dostatecznie dużych n

zachodzi nierówność C < an . ZaÃlóżmy najpierw, że granica lim
n→∞

an jest nieskończo-

na. Jest ona wie↪ksza od liczby rzeczywistej C , wie↪c lim
n→∞

an = +∞ (bo −∞ < C ).

Z definicji od razu wynika, że dla każdej liczby rzeczywistej M , np. dla M = C ,

pocza↪wszy od pewnego momentu, zachodzi nierówność an > M = C .

Przejdźmy do naste↪pnego przypadku: granica lim
n→∞

an jest skończona. Niech

ε = lim
n→∞

an −C . Z definicji od razu wynika, że dla dostatecznie dużych n zachodzi

nierówność |an − lim
n→∞

an| < ε , wie↪c an > lim
n→∞

an − ε = C .

W taki sam sposób udowodnić można N2 — trzeba jedynie zmienić kierunki

niektórych nierówności i zasta↪pić +∞ przez −∞ .

Teraz zaÃlóżmy, że lim
n→∞

bn < lim
n→∞

an . Niezależnie od tego, czy granice sa↪ skoń-

czone czy nie, istnieje liczba C taka, że lim
n→∞

bn < C < lim
n→∞

an . Na mocy już

udowodnionej cze↪́sci twierdzenia dla dostatecznie dużych n zachodza↪ nierówności

bn < C oraz C < an . Z nich wynika od razu, że dla dostatecznie dużych liczb

naturalnych n mamy bn < an , co kończy dowód cze↪́sci N3.

ZaÃlóżmy, że od pewnego momentu zachodzi nierówność bn ≤ an , chcemy nato-

miast wykazać, że lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

an . Jeśli tak nie jest, to lim
n→∞

bn > lim
n→∞

an . Sta↪d

jednak wynika, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n zachodzi nierówność
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bn > an sprzeczna z zaÃlożeniem. Zakończylísmy dowód twierdzenia o szacowaniu.

Z udowodnionego wÃlaśnie twierdzenia już wcześniej wywnioskowalísmy, że jeśli

cia↪g ma granice↪, to tylko jedna↪.

Teraz udowodnimy, że cia↪g zbieżny do granicy skończonej jest ograniczony za-

równo z góry jak i z doÃlu. Niech c i d be↪da↪ takimi liczbami rzeczywistymi, że

c < lim
n→∞

an < d . Z twierdzenia o szacowaniu wynika, że dla dostatecznie dużych liczb

naturalnych n , powiedzmy wie↪kszych od odpowiednio dobranej liczby m , zachodzi

nierówność c < an < d . Wystarczy teraz przyja↪ć, że C jest najmniejsza↪ z liczb a0 ,

a1 , . . . , am , c , by dla wszystkich liczb naturalnych n byÃlo C ≤ an . Analogicznie

przyjmujemy, że D jest najwie↪ksza↪ z liczb a0 , a1 , . . . , am , d — wtedy an ≤ D

dla wszystkich liczb naturalnych n . Dowód tego wniosku zostaÃl zakończony.

Uwaga 4.36 Ten dowód jest bardzo prosty. Prosze↪ jednak zwrócić uwage↪ na

to, że spośród skończenie wielu liczb można zawsze wybrać najmniejsza↪ a spośród

nieskończenie wielu niekoniecznie, np. wśród liczb 1, 1
2 , 1

3 , . . . najmniejszej nie ma!

Uwaga 4.37 (o zbieżności cia↪gu przeciwnego)

Zauważmy teraz, że cia↪g (cn) ma granice↪ wtedy i tylko wtedy, gdy cia↪g (−cn) ma

granice↪, niezależnie od tego, czy granica ta jest skończona, czy nieskończona oraz że

zachodzi wtedy równość

lim
n→∞

(−cn) = − lim
n→∞

cn .

Ta bardzo prosta uwaga wielokrotnie pozwoli nam na zmniejszenie liczby przy-

padków rozważanych w dowodach.

Teraz zajmiemy sie↪ twierdzeniem o arytmetycznych wÃlasnościach granicy cia↪gu.

Udowodnimy, że suma granic dwóch cia↪gów jest granica↪ sumy tych cia↪gów. ZaÃlóżmy,

że ga = lim
n→∞

an i gb = lim
n→∞

bn . Należy rozważyć trzy przypadki: ga, gb sa↪ liczbami

rzeczywistymi, ga jest liczba↪ rzeczywista↪ zaś gb jest symbolem nieskończonym, ga, gb

sa↪ symbolami nieskończonymi tego samego znaku.

Rozpoczniemy od granic skończonych, przypadku znanego pewnej cze↪́sci stu-

dentów ze szkoÃly. Niech ε be↪dzie dodatnia↪ liczba↪ rzeczywista↪ i niech n′ε be↪dzie

taka↪ liczba↪ naturalna↪, że dla n > n′ε zachodzi nierówność |an − ga| < ε
2 . Niech

|bn − gb| < ε
2 dla n > n′′ε , gdzie nε jest odpowiednio dobrana↪ liczba↪ naturalna↪.

Wtedy dla n > nε := max(n′ε, n
′′
ε ) zachodza↪ obydwie nierówności, zatem

|an + bn − (ga + gb)| ≤ |an − ga|+ |bn − gb| < ε

2
+

ε

2
= ε.

Oznacza to, że dla dostatecznie dużych numerów n różnica (an + bn) − (ga + gb)

ma wartość bezwzgle↪dna↪ mniejsza↪ niż ε , wie↪c lim
n→∞

(an + bn) = ga + gb . Dowód

27



Granica cia↪gu MichaÃl Krych

twierdzenia o granicy sumy cia↪gów w tym przypadku zostaÃl zakończony.

Zajmiemy sie↪ teraz naste↪pnym przypadkiem: niech liczba g be↪dzie granica↪ cia↪gu

(an) , czyli g = lim
n→∞

an i niech +∞ = lim
n→∞

bn . Wykażemy, że lim
n→∞

(an+bn) = +∞ .

Niech M be↪dzie dowolna↪ liczba↪ rzeczywista↪. Istnieje liczba naturalna n′′M−g+1 taka,

że dla n > n′′M−g+1 zachodzi nierówność bn > M−g+1 . Istnieje też liczba naturalna

n′1 taka, że dla n > n′1 zachodzi nierówność |an − g| < 1 . Niech nM be↪dzie wie↪ksza↪
z liczb n′′M−g+1 i n′1 . Dla n > nM obie nierówności zachodza↪, wie↪c

an + bn = bn + g + (an − g) ≥ bn + g − |an − g| > (M − g + 1) + g − 1 = M .

Wykazalísmy , że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n zachodzi nierówność

an + bn > M , wie↪c lim
n→∞

(an + bn) = +∞ . Dowód zostaÃl zakończony.

Jeśli wie↪c cia↪g (an) ma granice↪ skończona↪ i lim
n→∞

bn = −∞ , to na mocy poprzed-

nio wykazanej cze↪́sci twierdzenia o granicy sumy cia↪g
( − an + (−bn)

)
ma granice↪

i zachodzi równość lim
n→∞

(−an − bn) = − lim
n→∞

an + lim
n→∞

(−bn) = +∞ , co w świetle

uwagi poprzedzaja↪cej to zdanie oznacza, że granica lim
n→∞

(an+bn) istnieje i jest równa

−∞ . Dowód zostaÃl zakończony.

Kolej na ostatni przypadek: obie granice sa↪ równe +∞ lub obie sa↪ równe −∞ .

Z uwagi o zbieżności cia↪gu przeciwnego wynika, że dowód przeprowadzić wystarczy

zakÃladaja↪c, że lim
n→∞

an = +∞ = lim
n→∞

bn . Jeśli M jest dowolna↪ liczba↪ rzeczywista↪,

to istnieja↪ takie liczby naturalne n′M/2 oraz n′′M/2 , że jeśli n > n′M/2 , to an > M
2 ,

zaś jeśli n > n′′M/2 , to bn > M
2 . Przyjmijmy, że nM jest wie↪ksza↪ z liczb n > n′M/2 ,

n > n′′M/2 . Wtedy zachodza↪ obie nierówności i wobec tego an + bn > M
2 + M

2 = M ,

wie↪c dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n zachodzi nierówność an + bn > M ,

a to oznacza, że lim
n→∞

(an + bn) = +∞ . Dowód zostaÃl zakończony.

Z uwagi o zbieżności cia↪gu przeciwnego i twierdzenia o granicy sumy (A1) wynika

od razu twierdzenie o granicy różnicy (A2).

Zajmiemy sie↪ teraz iloczynem. Podobnie jak poprzednio jest wiele przypadków,

których liczbe↪ można zredukować stosuja↪c uwage↪ o zbieżności cia↪gu przeciwnego do

naste↪puja↪cych: obie granice sa↪ skończone, obie granice sa↪ równe +∞ , jedna granica

jest dodatnia↪ liczba↪ rzeczywista↪ a druga jest nieskończona, np. +∞ .

Rozpoczniemy od rozpatrzenia granicy iloczynu dwóch cia↪gów, których granice

sa↪ skończone. Z twierdzenia o szacowaniu wynika, że każdy z tych cia↪gów jest ogra-

niczony, wie↪c istnieje liczba K ′ > 0 taka, że |an| ≤ K ′ i istnieje też liczba K ′′

taka, że |bn| < K ′′ dla każdej liczby naturalnej n . Przyjmuja↪c, że K to wie↪ksza
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z liczb K ′, K ′′ znajdujemy liczbe↪, której nie przekracza wartość bezwzgle↪dna żadnego

wyrazu któregokolwiek z dwóch rozpatrywanych cia↪gów: |an|, |bn| ≤ K . Niech

ga = lim
n→∞

an , gb = lim
n→∞

bn . Z twierdzenia o szacowaniu wnioskujemy, że również

|ga|, |gb| ≤ K . Niech ε oznacza dowolna↪ liczbe↪ dodatnia↪. Istnieje wtedy liczba nat-

uralna nε , taka że jeśli n > nε , to |an − ga| < ε
2K i jednocześnie |bn − gb| < ε

2K .

Wtedy

|anbn − gagb| = |(an − ga)bn + ga(bn − gb)| ≤ |an − ga| · |bn|+ |ga| · |bn − gb| <
< ε

2K ·K + K · ε
2K = ε .

Udowodnilísmy wie↪c, że dla dostatecznie dużych n odlegÃlość liczby anbn od liczby

gagb jest mniejsza niż ε , co oznacza, że gagb = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn , a to wÃlaśnie byÃlo

naszym celem.

Teraz zajmiemy sie↪ granica↪ iloczynu cia↪gów, z których jeden ma granice↪ skończo-

na↪ i dodatnia↪, a granica↪ drugiego jest +∞ . Niech ga = lim
n→∞

an be↪dzie liczba↪
dodatnia↪ i niech +∞ = lim

n→∞
bn . Niech M be↪dzie dowolna↪ liczba↪ rzeczywista↪.

Z twierdzenia o szacowaniu wynika, że istnieje liczba naturalna nM taka, że jeśli

n > nM , to an > 1
2ga > 0 i bn > 2|M |

ga
> 0 . Wtedy anbn > 1

2ga
2|M |
ga

= |M | ≥ M .

Dowód w tym przypadku zostaÃl zakończony. Rozpatrzymy teraz iloczyn cia↪gów

(an) i (bn) przy zaÃlożeniu, że lim
n→∞

an = +∞ = lim
n→∞

bn . Jeśli M jest dowolna↪
liczba↪ rzeczywista↪, to istnieje liczba naturalna nM , taka że dla n > nM zachodza↪
nierówności an > 1 + |M | i bM > 1 + |M | . Dla n > nM prawda↪ jest wtedy:

anbn > (1 + |M |)2 > 2 · |M | ≥ |M | ≥ M , co dowodzi równości +∞ = lim
n→∞

anbn .

Twierdzenie o granicy iloczynu cia↪gów zostaÃlo w ten sposób udowodnione.

PozostaÃla ostatnia cze↪́sć — twierdzenie o granicy ilorazu. Znów rozpoczniemy

od granic skończonych. Niech ga = lim
n→∞

an i niech 0 6= gb = lim
n→∞

bn . Wykażemy,

że lim
n→∞

an

bn
= ga

gb
. Niech ε be↪dzie dowolna↪ liczba↪ dodatnia↪. Z poczynionych zaÃlożeń

wynika, że istnieje taka liczba naturalna nε , że jeśli n > nε , to

|bn| > |gb|
2 , |an − ga| < ε·|gb|

4 , |bn − gb| < ε·|gb|2
4(|ga|+1) .*

Dla n > nε mamy wie↪c∣∣∣an

bn
− ga

gb

∣∣∣ = |angb−gabn|
|gbbn| ≤ |angb−gagb|+|gagb−gabn|

|gb|2/2 = 2
|gb| |an − ga| + 2|ga|

|gb|2 |gb − bn| < ε .

Twierdzenie zostaÃlo udowodnione w przypadku granic skończonych.

Jeśli lim
n→∞

an = +∞ a cia↪g (bn) ma granice↪ skończona↪ i różna↪ od 0 , to cia↪g(
1
bn

)
ma granice↪ skończona↪ i różna↪ od 0 – wynika to z już udowodnionej cze↪́sci

* Nie zaÃlożylísmy, że ga 6=0 , wie↪c w mianowniku umieścilísmy |ga|+1 , by na pewno mianownik byÃl

różny od 0 .
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twierdzenia o granicy ilorazu. Można zastosować twierdzenie o granicy iloczynu

cia↪gów: lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

(
an · 1

bn

)
= lim

n→∞
an · lim

n→∞
1
bn

= +∞ · lim
n→∞

1
bn

. Ten ostatni

iloczyn jest oczywíscie dobrze określony.

Ostatni przypadek: granica cia↪gu (an) jest skończona a granica cia↪gu (bn) jest

nieskończona. W tym przypadku cia↪g (an) jest ograniczony, tzn. istnieje liczba

K > 0 , taka że dla każdego n zachodzi nierówność |an| < K . Jeśli ε > 0 , to istnieje

liczba naturalna nε , taka że jeśli n > nε , to |bn| > K
ε . Wtedy

∣∣∣an

bn

∣∣∣ < K · ε
K = ε .

Wykazalísmy wie↪c, że dla dostatecznie dużych n iloraz an

bn
ma wartość bezwzgle↪dna↪

mniejsza↪ niż ε , a to oznacza, że lim
n→∞

an

bn
= 0 . Dowód zostaÃl zakończony.

Uwaga 4.38 (o ilorazie z ograniczonym licznikiem)

Z dowodu twierdzenia o granicy ilorazu wynika natychmiast, że jeśli cia↪g (an) jest

ograniczony i lim
n→∞

|bn| = +∞ , to lim
n→∞

an

bn
= 0 — nie zakÃlada sie↪ tu, że cia↪g (bn)

w ogóle ma granice↪, starczy zaÃlożyć, że cia↪g jego wartości bezwzgle↪dnych ma granice↪
nieskończona↪, o cia↪gu (an) też nie trzeba zakÃladać, że jest zbieżny — wystarcza

ograniczoność.

Teraz zajmiemy sie↪ twierdzeniem o trzech cia↪gach. Wiemy, że dla dostatecznie

dużych n zachodzi nierówność podwójna an ≤ bn ≤ cn oraz że cia↪gi an i cn maja↪
wspólna↪ granice↪ g . Mamy dowieść, że ta wspólna granice jest również granica↪ cia↪gu

(bn) . ZaÃlóżmy najpierw, że granica g jest skończona. Niech ε > 0 be↪dzie dowolna↪
liczba↪. Istnieje taka liczba naturalna nε , że |an − g| < ε i |cn − g| < ε dla n > nε .

Wynika sta↪d, że g − ε < an ≤ bn ≤ cn < g + ε , zatem |bn − g| < ε . Udowodnilísmy

wie↪c, że g = lim
n→∞

bn . Teraz możemy sie↪ zaja↪ć przypadkiem granicy nieskończonej.

Jak zwykle wystarczy zaja↪ć sie↪ jedna↪ z dwu nieskończoności, tym razem dla odmiany

g = −∞ . Niech M be↪dzie liczba↪ rzeczywista↪. Ponieważ lim
n→∞

cn = −∞ , wie↪c istnieje

liczba naturalna nM , taka że dla n > nM zachodzi nierówność bn ≤ cn < M , wie↪c

w szczególności bn < M . Dowód zostaÃl zakończony.

Uwaga 4.39 (o trzech cia↪gach w przypadku granic nieskończonych)

Z dowodu wynika, że w przypadku granicy nieskończonej, np. równej −∞ , użycie

jednego z dwóch zewne↪trznych cia↪gów, w tym przypadku cia↪gu (an) , jest zbe↪dne.

Prawdziwe jest wie↪c twierdzenie: jeśli dla dostatecznie dużych liczb n zachodzi nie-

równość bn ≤ cn i cia↪g (cn) ma granice↪ −∞ , to również cia↪g (bn) ma granice↪ −∞
i — analogicznie — jeśli dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność an ≤ bn

i granica↪ cia↪gu (an) jest +∞ , to również +∞ = lim
n→∞

bn .
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Dowód twierdzenia o scalaniu. Ten dowód jest bardzo prosty. ZaÃlóżmy, że

granica g jest skończona i niech ε > 0 . Istnieja↪ liczby n′ε i n′′ε , takie że dla n > n′ε
zachodzi nierówność |akn

− g| < ε , dla n > n′′ε zachodzi nierówność |aln
− g| < ε .

Ponieważ kn →∞ i ln →∞ , wie↪c istnieje nε , takie że jeśli n > nε i m jest tak do-

brane, że an = akm
lub an = alm

, to m > n′ε oraz m > n′′ε i wobec tego |an−g| < ε .

To oznacza, że g = lim
n→∞

an . Nieznaczne modyfikacje tego rozumowania dadza↪ dowód

w przypadku granicy nieskończonej.

Dowód twierdzenia Bolzano – Weierstrassa. Jeśli cia↪g (an) nie jest ogranic-

zony z góry, to można z niego wybrać podcia↪g ścísle rosna↪cy: niech n1 = 1 ; ponieważ

cia↪g jest nieograniczony z góry, wie↪c wśród wyrazów naste↪puja↪cych po an1 sa↪ wie↪ksze

od an1 ; niech n2 be↪dzie numerem jednego z nich — mamy wie↪c n2 > n1 oraz

an2 > an1 ; ponieważ cia↪g (an) jest nieograniczony z góry, wie↪c wśród wyrazów, które

naste↪puja↪ po an2 jest wyraz wie↪kszy niż an2 , wybierzmy jeden z nich i przyjmijmy, że

n3 jest jego numerem; mamy wie↪c n3 > n2 oraz an3 > an2 ; proces ten można kon-

tynuować nieograniczenie. CaÃlkowicie analogicznie poste↪pujemy w przypadku cia↪gu

nieograniczonego z doÃlu z tym, że teraz wybieramy podcia↪g ścísle maleja↪cy. Cia↪g

monotoniczny ma, jak wiemy, granice↪. PozostaÃl do rozpatrzenia przypadek cia↪gu

ograniczonego (z góry i z doÃlu).

Niech c, d be↪da↪ takimi liczbami rzeczywistymi, że dla każdego liczby naturalnej n

zachodzi nierówność c ≤ an ≤ d , c jest ograniczeniem dolnym cia↪gu (an) a liczba

d — górnym. Bez straty ogólności rozważań można przyja↪ć, że cia↪g (an) nie za-

wiera podcia↪gu staÃlego — jeśli zawiera, to ten wÃlaśnie podcia↪g jest zbieżny. Dalej

zakÃladamy, że (an) nie zawiera podcia↪gu staÃlego, wie↪c że każda liczba może wysta↪pić

jako wyraz cia↪gu jedynie skończenie wiele razy. Zreszta↪ to zaÃlożenie nie jest istotne dla

rozumowania przeprowadzanego poniżej, jednak pozwala unikna↪ć pytań o szczegóÃlowa↪
interpretacje↪ używanych sformuÃlowań. Niech n1 = 1 , c1 = c , d1 = d . Jedna

z poÃlówek przedziaÃlu [c, d] (lub obie) zawiera nieskończenie wiele wyrazów cia↪gu

an , niech [c2, d2] be↪dzie ta↪ wÃlaśnie poÃlówka↪ (jeśli np. w przedziale
[
c, c+d

2

]
jest

nieskończenie wiele wyrazów cia↪gu (an) , to przyjmujemy c2 = c1 = c i d2 = c+d
2 ,

jeśli w przedziale
[
c, c+d

2

]
jest skończenie wiele wyrazów cia↪gu (an) , to w przedziale[

c+d
2 , d

]
musi być ich nieskończenie wiele, w tym przypadku przyjmujemy c2 = c+d

2

i d2 = d1 = d ) i niech n2 > n1 be↪dzie takim numerem, że an2 ∈ [c2, d2] . Pow-

tarzamy przeprowadzone rozumowanie w odniesieniu do przedziaÃlu [c2, d2] i wyrazów

cia↪gu naste↪puja↪cych po an2 . W wyniku tego otrzymujemy liczbe↪ naturalna↪ n3 > n2

oraz liczby rzeczywiste c3 , d3 takie, że c3 ≤ an3 ≤ d3 . Dla j = 1, 2, 3 mamy wobec

tego cj ≤ anj ≤ dj i dj − cj = d−c
2j oraz c1 ≤ c2 ≤ c3 i d1 ≥ d2 ≥ d3 . Kontynuuja↪c
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to poste↪powanie otrzymujemy niemaleja↪cy cia↪g (cj) oraz nierosna↪cy cia↪g (dj) , przy

czym dj − cj = d−c
2j . Cia↪gi te maja↪ granice, bo sa↪ monotoniczne. Granice te sa↪

równe, bo lim
n→∞

(dj − cj) = lim
n→∞

1
2j · (d− c) = 0 . Ponieważ cj ≤ anj

≤ dj dla każdej

liczby naturalnej j , wie↪c — na mocy twierdzenia o trzech cia↪gach — cia↪g (anj
) też

ma te↪ sama↪ granice↪. Dowód zostaÃl zakończony.

Dowód wniosku z twierdzenia Bolzano – Weierstrassa Udowodnimy teraz,

że z cia↪gu (an) , który nie ma granicy można wybrać dwa podcia↪gi maja↪ce różne

granice. ZaÃlóżmy,że cia↪g (an) zawiera podcia↪g o granicy +∞ . Ponieważ +∞ nie

jest granica↪ cia↪gu (an) , wie↪c istnieje liczba rzeczywista B , taka że dla nieskończenie

wielu n zachodzi nierówność an < B . Niech akn
oznacza podcia↪g cia↪gu (an)

zÃlożony z tych wszystkich wyrazów cia↪gu an , które sa↪ mniejsze niż B . Na mocy

twierdzenia Bolzano–Weierstrassa można z cia↪gu (akn) wybrać podcia↪g który ma

granice↪ g . Oczywíscie g ≤ B . Wobec tego w tym przypadku istnieja↪ dwa podcia↪gi:

jeden o granicy +∞ , drugi o granicy g ≤ B < +∞ , co kończy dowód w tym przy-

padku. Jeśli cia↪g (an) zawiera podcia↪g o granicy −∞ , to teza wynika z poprzednio

udowodnionego fragmentu: cia↪g (−an) zawiera dwa podcia↪gi o różnych granicach.

PozostaÃl do rozpatrzenia przypadek cia↪gu (an) , który nie zawiera podcia↪gów o grani-

cach nieskończonych. Ponieważ cia↪g (an) nie zawiera podcia↪gu o granicy +∞ , wie↪c

jest ograniczony z góry, a ponieważ nie zawiera podcia↪gów zbieżnych do −∞ , wie↪c jest

ograniczony również z doÃlu. Mamy wie↪c do czynienia z cia↪giem ograniczonym. Można

zeń wybrać podcia↪g zbieżny do granicy g . Ponieważ g nie jest granica↪ cia↪gu (an) ,

wie↪c istnieje ε > 0 , takie że poza przedziaÃlem (g−ε, g+ε) znajduje sie↪ nieskończenie

wiele wyrazów cia↪gu. Wybieramy z tych wÃlaśnie wyrazów podcia↪g zbieżny. Ma on

oczywíscie granice↪ 6= g , dokÃladniej odlegÃlość mie↪dzy granicami tych podcia↪gów nie

może być mniejsza niż ε . Dowód zostaÃl zakończony.

Uwaga 4.40 (o odlegÃlości do ±∞ ) Z punktu widzenia zbieżności wyróżnianie

granic nieskończonych jest nieco sztuczne, zwia↪zane gÃlównie z tym, że nie wprowadzi-

lísmy poje↪cia odlegÃlości od ±∞ . To można zrobić i to w ten sposób, by cia↪g zbieżny

wg. definicji podanych przez nas poprzednio do pewnej granicy, byÃl takim cia↪giem,

że odlegÃlość jego wyrazu od granicy da↪ży do 0 . Niech f(x) = x√
1+x2 dla każdej

liczby rzeczywistej x oraz f(+∞) = 1 i f(−∞) = −1 . Można bez trudu wykazać,

że lim
n→∞

xn = g wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

f(xn) = f(g) , a to ma miejsce

wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

|f(xn) − f(g)| = 0 . Widać wie↪c, że po przyje↪ciu, że

odlegÃlościa↪ punktów x i y prostej uzupeÃlnionej nieskończonościami jest |f(x)−f(y)| ,
be↪dzie można rozpatrywać wyÃla↪cznie cia↪gi o wyrazach z przedziaÃlu [−1, 1] — zamiast
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cia↪gu (xn) można rozważać cia↪g (f(xn)) . Wada↪ tego podej́scia jest np. to, że przy

przej́sciu od x do f(x) liczbie x + y odpowiada f(x + y) 6= f(x) + f(y) .

Dowód. (twierdzenia Cauchy’ego) Zajmiemy sie↪ warunkiem Cauchy’ego. Je-

żeli cia↪g ma granice↪ skończona↪ g i ε > 0 , to dla dostatecznie dużych liczb naturalnych

n zachodzi nierówność |an−g| < ε
2 . Jeśli wie↪c liczby naturalne k i l sa↪ dostatecznie

duże, to

|ak − al| = |ak − g + g − al| ≤ |ak − g|+ |g − al| < ε
2 + ε

2 = ε .

Wykazalísmy wie↪c, że z istnienia granicy skończonej wynika warunek Cauchy’ego.

ZaÃlóżmy teraz, że cia↪g speÃlnia warunek Cauchy’ego. Istnieje wtedy n1 , takie że

dla k, l > n1 mamy |ak − al| < 1 . Niech l = n1 + 1 i niech k > l . Wtedy

zachodzi nierówność |ak| − |al| ≤ |ak − al| < 1 , zatem |ak| < |al| + 1 . Znaczy

to, że cia↪g (an) jest ograniczony. Wybierzmy z cia↪gu (an) podcia↪g zbieżny (anm) .

Niech g oznacza jego granice↪. Wykażemy, że g jest granica↪ caÃlego cia↪gu. Jeśli

ε > 0 , to dla dostatecznie dużych k, l, m zachodza↪ nierówności |ak − al| < ε
2 oraz

|anm − g| < ε
2 . Ponieważ m, l sa↪ wybierane dowolnie, byle byÃly dostatecznie duże,

i nm ≥ m , wie↪c można wybrać je tak, by l = nm . Wtedy dla dostatecznie dużego

k zachodzi nierówność |ak − g| ≤ |ak − al| + |anm − g| < ε
2 + ε

2 = ε , co oznacza, że

g = lim
n→∞

an . Dowód zostaÃl zakończony.
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Troche↪ zadań do domu i na ćwiczenia
4. 01 Czy prawda↪ jest, że nierówność 3n − 2,999n < 10000 zachodzi dla wszystkich

liczb n ∈ N ?

4. 02 Oblicz sześć pocza↪tkowych wyrazów cia↪gu, którego wyraz ogólny wyraża sie↪
wzorem:

a) an = n2+2n+1
n , b) bn = 1− 1

10n , c) cn = cos(n · 90◦) ,

d) dn = (−1)n · 3−n
n , e) un = [sin(n · 45◦)]n , f) vn = n2

n+2 .

4. 03 Które wyrazy cia↪gu (an) sa↪ równe zeru

a) an = n2 − 5n− 6 , b) an = n2−30n+200
n2+n−1 , c) an = n2 − n− 20 ?

4. 04 Które wyrazy cia↪gu (an) sa↪ równe liczbie: 1, −2 , 0, jeżeli:

an = n
2 , an = 3n− 5 , an = n− n2 ?

4. 05 Które wyrazy cia↪gu (an) sa↪ równe liczbie: 1
2 , 3

5 , 7
4 , jeżeli

an = 2n−1
5 , an = 7

n , an = 3n−2
n+1 ?

4. 06 Cia↪g (an) jest określony wzorem rekurencyjnym: an+1 = an + 8n , przy czym

a1 = 1 . Wykazać, że an = (2n− 1)2 .

4. 07 Cia↪g (bn) jest określony wzorem rekurencyjnym: bn+1 = bn +2n+1 , przy czym

b1 = 1 . Wykazać, że bn = n2 .

4. 08 Cia↪g (xn) określony jest wzorem rekurencyjnym:

a)
{

x1 = 2
xn+1 = xn + 1

3
b)

{
x1 = 1
xn+1 = 2xn

c)

{
x1 = 3

2

xn+1 = 4
3xn

d)

{
x1 = 0; x2 = − 1

2

xn+2 = (xn)2 · xn+1

W każdym z tych przypadków podać wzór ogólny na jego wyraz i uzasadnić jego

poprawność.

4. 09 Zbadać, które wyrazy podanych cia↪gów sa↪ wie↪ksze od danej liczby M :

a) an = 3n + 4 , M = 1000 ; b) bn = n2 − 1 , M = 730 ;

c) cn = 10n
n2+1 , M = 4 ; d) dn = 2n+5

2n+3 , M = 3
4 .

4. 10 Zbadać, które wyrazy podanych cia↪gów sa↪ mniejsze od danej liczby m :

a) an = 1
n , m = 1

100 ; b) bn = 3n
n2+1 , m = 0,001, c) cn = 100n

100+n2 , m = 23
53 .

4. 11 Wykazać, że dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnych liczb rzeczywistych

a, b zachodza↪ równości:

(i) (a + b)n = an +
(
n
1

)
an−1b +

(
n
2

)
an−2b2 + · · · + (

n
n−2

)
a2bn−2 +

(
n

n−1

)
abn−1 + bn ,

gdzie
(

c
k

)
=

c(c−1)(c−2)...
(
c−(k−1)

)
k! dla każdego c ∈ R i każdego k ∈ {1, 2, 3, . . .} ,

(ii) an − bn = (a− b)
(
an−1 + an−2b + an−3b2 + · · ·+ abn−2 + bn−1

)
.
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(iii) a2n+1 + b2n+1 = (a + b) · (a2n − a2n−1b + a2n−2b2 − a2n−3b3 +

+ · · ·+ a2b2n−2 − ab2n−1 + b2n
)
.

4. 12 Niech wyrazy cia↪gu (an) speÃlniaja↪ równanie: an+1 = qan . Wykazać, że dla

dowolnej liczby naturalnej n zachodzi równość an = a1q
n−1 . Udowodnić, że

wzór

a1 + a2 + ... + an = a1
1− qn

1− q

zachodzi dla dowolnej liczby q 6= 1 i dowolnej liczby naturalnej n ≥ 1 .

4. 13 Zapisać liczbe↪ 0,12345123451234512345 . . . = 0, (12345) jako iloraz dwu liczb

caÃlkowitych.

4. 14 Co jest wie↪ksze: liczba 1 czy liczba 0,99999 . . . = 0,(9) ? — odpowiedź dokÃladnie

uzasadnić.

4. 15 Dowieść, że jeśli dla każdej liczby naturalnej n zachodzi równość an+1 = qan+p ,

gdzie p oraz q sa↪ dowolnymi, niezależnymi od n liczbami rzeczywistymi, to

dla każdej liczby naturalnej n zachodzi równość an = p
1−q + (a1 − p

1−q )qn−1 .

W szczególności, jeśli a1 = p
1−q , to wyraz cia↪gu (an) jest niezależny od n .

4. 16 Wykazać, że cia↪g (an) jest zbieżny do 0 wtedy i tylko wtedy, gdy cia↪g (|an|)
jest zbieżny do 0 .

4. 17 Wykazać, że iloczyn (anbn) cia↪gu (an) zbieżnego do 0 i cia↪gu ograniczonego

(bn) jest cia↪giem zbieżnym do liczby 0 .

4. 18 Znaleźć wszystkie takie liczby naturalne n , że n
n2+1 < 1

7 .

4. 19 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n > k , to n+666
7n2−13 < 1

33 .

4. 20 Znaleźć wszystkie takie liczby naturalne n , że
√

n2 + 1− n < 1
7 .

4. 21 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność
∣∣ 2n2+15n+2007

n2−2006n+13 − 2
∣∣ < 1

4 lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 22 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność n2+5n
1,2n < 1

10 lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 23 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność sin n√
n

< 1
3√n

lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 24 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność sin n√
n

< 1
3√

n2
lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 25 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność sin(1/n)√
n

< 1
3√n

lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 26 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność sin(1/n)√
n

< 1
3√

n2
lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.
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4. 27 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność sin 1
n − sin 1

n+1 < 1
n2 lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 28 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność sin 1
n − sin 1

n+1 > 1
n3 ; lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 29 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność
√

n + 2−√n < 1
n lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 30 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność
√

n + 2−√n < 1√
n

lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 31 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność
(
2n
n

)
> n2 lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 32 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność
(
2n
n

)
< n2 lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 33 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność
(
n
2

)
< 1

3n2 lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 34 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność
(
n
2

)
> 1

3n2 lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 35 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność
(
n
2

)
<
√

2n lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 36 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność n! <
√

nn lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 37 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność n! >
√

nn lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 38 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność n! < 100n lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 39 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność n! >
(
1 + 1

n

)n2

lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 40 Wskazać jaka↪kolwiek liczbe↪ naturalna↪ k taka↪, że jeśli n ≥ k , to zachodzi

nierówność ln n < 10
√

n lub wykazać, że taka liczba nie istnieje.

4. 41 Wykazać, że dla n > 1000000 zachodzi nierówność n
√

2 < 1.000001 .

4. 42 Wykazać, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n zachodza↪ nierówności:

n! > 1000000n oraz 1.000001n > n1000000 . W obu przypadkach sprawdzić, że

dla n = 2, 3, 4, 5 zachodzi nierówność przeciwna i wskazać liczbe↪ n0 (nie szukać

najmniejszej!) taka↪, że dla n > n0 zachodza↪ nierówności wypisane w pierwszym

zdaniu.

4. 43 W kraju dotknie↪tym ostrym kryzysem inflacja wynosi 5% miesie↪cznie. Oblicz

wskaźnik inflacji rocznej z dokÃladnościa↪ do 1%. Do oszacowania można użyć
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dwumian Newtona.

4. 44 ZakÃladaja↪c, że średni przyrost naturalny na Ziemi równy jest 1,3% rocznie

obliczyć po jakim czasie liczba ludzi na planecie sie↪ podwoi.

4. 45 Wypisać trzy pierwsze wyrazy cia↪gu (an) . Obliczyć granice↪ cia↪gu (an) , o ile

istnieje, jeśli an =

α. 1+n+3n7+n2

n2−n+13 ; β. 1+n+3n+n2

n2−n+13 ;

γ. 1+n+3n7+n2

n2−n8+13 ; δ.
√

n + 13−√n ;

a.
√

n +
√

n−√n ; b.
√

n + 3
√

n−√n ;

c. n
√

3n + sin n ; d. n
√

3n − 2n ;

e. 1 +
n

n + 1
cos

nπ

2
; f. sinn ;

g.
n2 + n + 1000

n1000 + 999n− 1
; h.

ln
(
n2 + n + 1000

)

ln (n1000 + 999n− 1)
;

i.
3n − 2n

3n + n2 · 2n
; j.

3n + 2n · sinn

3n+1 + n2002

k.
10 · 11 · 12 · .... · (n + 9)
1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1)

; l. n
√

n! ;

m.
(
1− 1

2

) (
1− 1

3

)
...

(
1− 1

n

)
; n.

(
1− 1

22

) (
1− 1

32

)
...

(
1− 1

n2

)
.

o. n
2n ; p. lim

n→∞
n13

2n ;

q.
√

1 + 2(−1)n ; r. n
√

1k + 2k + · · ·+ nk ;

s. 1√
n2+1

+ 1√
n2+2

+ · · ·+ 1√
n2+n

; t. 12+22+32+···+n2

n3−n+13

u. lim
n→∞

n
(

k

√
1 + 1

n − 1
)
, tu k ∈ N ; v. lim

n→∞
(−2)n+3n

(−2)n+1+3n+1

4. 46 Znaleźć granice↪ lim
n→∞

an cia↪gu (an) , o ile istnieje, jeśli an =

(1)
(
1 + 2

n+2

)n

, (2)
(
0.999999 + 1

n

)n ,

(3)
(

n2+5n−3
n2+13

)n

, (4)
(
1.000001 + 1

n

)n ,

(5) 1000000n

n! , (6) n100000

1.000001n .

(7)
(

1 + sin
1
n2

)n

; (8)
(

1 +
sin n

n

)n

.

4. 47 Wykazać, że cia↪g (an) ma granice↪ i zbadać, czy jest ona skończona, czy jest

równa 0 , jeśli cia↪g (an) zdefiniowany jest wzorem an =

(a) 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
n+n . (b) 1 + 1

1·2 + 1
2·3 + · · ·+ 1

n(n+1) .

(c) 1
12 + 1

22 + 1
32 + · · ·+ 1

n2 . (d) 1
1 + 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

n .

(e)
√

6 + an−1 dla n = 1, 2, 3, . . . przy czym a0 jest tu dowolna↪ liczba↪ rzeczy-

wista↪ nieujemna↪, znaleźć lim
n→∞

an.

(e) 1
2

(
an−1 + 5

an−1

)
dla n = 1, 2, 3, . . . przy czym a0 jest tu dowolna↪ liczba↪
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rzeczywista↪ dodatnia↪, znaleźć lim
n→∞

an .

Wskazówka: wykazać, że an+1 ≥
√

5 oraz an+1 ≥ an+2 dla n = 0, 1, 2 . . . .

(g) ∗
(
1 + 1

12

) (
1 + 1

22

) (
1 + 1

32

)
. . .

(
1 + 1

n2

)
.

Wskazówka: skorzystać z tego, że 1 + x ≤ ex dla każdej liczby x .

(h) ∗
(
1− 1

21

) (
1− 1

22

) (
1− 1

23

)
. . .

(
1− 1

2n

)
, czy lim

n→∞
an = 0?

Wskazówka: wykazać, że dla x < 1 zachodzi nierówność

1− x =
1

1 + x
1−x

≥ e−x/(1−x).

4. 48 Znaleźć granice↪ lim
n→∞

an cia↪gu (an) , jeśli an =

(1)
(
1 + n

√
2
)n

; (2)
(
1 +

n√2
n

)n

; (3) ln n
n ;

(10)
(
1− 1

n2

)n ; (11)
(
1− 1

3√
n5

)n

; (12)
(
1 + 2n

n2−n+1

)n ;

(4) ebn−1
bn

, gdzie bn oznacza n− ty wyraz pewnego cia↪gu zbieżnego do 0 ,

przy czym bn 6= 0 dla n = 1, 2, . . .

Wskazówka: dla x < 1 zachodzi nierówność 1 + x ≤ ex ≤ 1
1−x ;

(5)
n√2−1
1/n ; (6)

(
1+ n√2

2

)n

; (7) n− ln n ;

(8) 13+23+33+···+n3− 1
4 n4

n3 ; (9) 1
(n+1)2

+ 1
(n+2)2

+ · · ·+ 1
(2n)2

;

4. 49 Znaleźć granice↪ cia↪gu (an) , jeśli a0 = 1
10 oraz an+1 =

(1) sin an ; (2) −an + 1
2a3

n ; (3) 2an − 1

– istnienie poszukiwanej granicy należy oczywíscie wykazać!

4. 50 Czy lim
n→∞

an istnieje? Jeśli ta granica istnieje, to czy jest skończona?

(1) an = 1√
2

+ 1
3√3

+ 1
4√4

+ · · ·+ 1
n
√

n
; (2) 1

22 + 1
33 + 1

44 + · · ·+ 1
nn ;

(3) an = 1
2 + 1

2·22 + 1
3·33 + · · ·+ 1

n·nn ; (4) an = 1
2 + 2

22 + 3
23 + · · ·+ n

2n ;

(5) an = 1 + 1
2 − 1

3 − 1
4 + 1

5 + 1
6 − 1

7 − 1
8 + · · ·+ 1

4n−3 + 1
4n−2 − 1

4n−1 − 1
4n .

4. 51 Znaleźć lim
n→∞

nqn dla q ∈ (−1, 1) , jeśli ta granica istnieje.

4. 52 Znaleźć lim
n→∞

(
1 + q + q2 + · · ·+ qn−1

)
dla q ∈ (−1, 1) , jeśli ta granica istnieje.

4. 53 Znaleźć lim
n→∞

(
1+2q+3q2+ · · ·+nqn−1

)
dla q ∈ (−1, 1) , jeśli ta granica istnieje.

4. 54 Niech a1 =
√

2 , a2 =
√

2 +
√

2 , a2 =
√

2 +
√

2 +
√

2 , . . . Wykazać, że cia↪g

(an) ma skończona↪ granice↪.

4. 55 Niech x ∈ R be↪dzie liczba↪ dodatnia↪. W zależności od x znaleźć

lim
n→∞

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) · . . . · (1 + x2n

) .
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