
Elementy geometrii analitycznej

Znajdziemy teraz wzór na odleg lość punktu (x0, y0) od prostej, wspó lrze↪dne

punktów której spe lniaja↪ równanie ax+by+c = 0 . Oczywíscie po to, by to równanie

przedstawia lo prosta↪ trzeba za lożyć, że wektor [a, b] nie jest wektorem zerowym, czyli

że [a, b] 6= [0, 0] .

Odleg lość punktów (x1, y1) i (x2, y2) to
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 . Wynika to

natychmiast z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trójka↪ta o wierzcho lkach

(x1, y1) , (x1, y2) i (x2, y2) . Jego pionowy bok ma d lugość |y2 − y1| , a poziomy

— |x2 − x1| .
W przestrzeni trójwymiarowej odleg lość punktów (x1, y1, z1) i (x2, y2, z2) jest

równa
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 . W tym przypadku stosujemy wzór

uzyskany dla punktów p laszczyzny dla znalezienia odleg lości punktów (x1, y1, z1)

i (x2, y2, z1) , a naste↪pnie twierdzenie Pitagorasa do trójka↪ta pionowego o wierz-

cho lkach (x1, y1, z1) , (x2, y2, z1) i (x2, y2, z2) .

Przypomnimy twierdzenie kosinusów: jeśli a, b, c sa↪ bokami trójka↪ta o wierz-

cho lkach A,B,C (wierzcho lek A leży naprzeciw boku a itd.), to

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

— symbol C oznacza jednocześnie wierzcho lek i ka↪t mie↪dzy bokami wychodza↪cymi

z tego wierzcho lka. Przypomnimy dowód tego twierdzenia, które można i należy trak-

tować jako uogólnienie twierdzenia Pitagorasa. Niech D oznacza rzut punktu B na

prosta↪ AC . ∗ Jeśli ka↪ty C i A nie sa↪ rozwarte, to punkt D leży na odcinku AC

w odleg lości b − a cosC od punktu A . Jeśli ka↪t A jest rozwarty, to punkt D leży

w odleg lości a cosC − b od punktu A . Wreszcie jeśli ka↪t C jest rozwarty (tzn.

cosC < 0 ), to punkt D leży w odleg lości b+a cos(π−C) = b−a cosC od punktu A .

Wobec tego AD = |b−a cosC| we wszystkich przypadkach. Podobnie we wszystkich

przypadkach BD = a sinC . Mamy wie↪c

c2 = BD2 +AD2 = a2 sin2 C + |b− a cosC|2 =

= a2 sin2 C + b2 − 2ab cosC + a2 cos2 C = a2 + b2 − 2ab cosC .

Wobec tego 2ab cosC = a2 + b2 − c2 . Jeśli C = 0 = (0, 0, 0) , A = (x1, y1, z1) ,

B = (x2, y2, z2) , to zachodzi równość:

2ab cosC = (x2
1 + y2

1 + z2
1) + (x2

2 + y2
2 + z2

2)− ((x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2) =

∗ Studenci, którzy nie od razu wyobrażaja↪ sobie sytuacje↪ powinni narysować trójka↪t, zaznaczyć punkty,
zrozumieć o jakich sytuacjach autor tekstu pisze.
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=2(x1x2 + y1y2 + z1z2) , zatem ab cosC = x1x2 + y1y2 + z1z2 . Pora na określenie

iloczynu skalarnego.

Definicja 1.1 (iloczynu skalarnego)

Iloczynem skalarnym ~u · ~v wektorów ~u = [u1, u2, u3] ~v = [v1, v2, v3] nazywamy

liczbe↪
u1v1 + u2v2 + u3v3 .

Z tekstu poprzedzaja↪cego definicje↪ wynika jasno, że iloczyn skalarny dwóch wek-

torów jest równy iloczynowi ich d lugości i kosinusa ka↪ta mie↪dzy nimi. Jest wie↪c rów-

ny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z wektorów jest równy ~0 lub gdy kosinus ka↪ta

mie↪dzy nim i jest równy 0 , czyli gdy mnożone wektory sa↪ prostopad le. By nie  lamać

sobie je↪zyka przyjmujemy, że wektor zerowy jest prostopad ly do każdego wektora.

Iloczynowi skalarnemu przys luguje wiele w lasności algebraicznych, które czynia↪ go

wielce użytecznym. Wymienimy najważniejsze z nich.

IS 0. ~u · ~u = ~0 wtedy i tylko wtedy, gdy ~u = ~0 = [0, 0, 0)] ;

IS 1. ~u · ~v = ~v · ~u — iloczyn skalarny jest przemienny;

IS 2. ~u · (~v1 + ~v2) = ~u · ~v1 + ~u · ~v2 — iloczyn skalarny jest rozdzielny wzgle↪dem

dodawania wektorów;

IS 3. (t~u) · ~v = t(~u · ~v) = ~u · (t~v) dla dowolnej liczby t ∈ R i dowolnych wektorów

~u, ~v ;

IS 4. s(t~u) = (st)~u dla dowolnych s, t ∈ R i dowolnego wektora ~u ;

IS 5. (s+ t)~u = s~u + t~u dla dowolnych s, t ∈ R i dowolnego wektora ~u ;

IS 6. |~u · ~v| ≤ ‖~u‖ · ‖~v‖ , gdzie ‖~u‖ :=
√
~u · ~u , przy czym równość zachodzi wtedy

i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z wektorów ~u, ~v jest zerowy lub gdy istnieje

liczba t taka, że ~u = t~v , ta nierówność nazywana jest nierównościa↪ Schwarza,

czasem Schwarza–Cauchy’ego.

Oczywíscie mnożymy wektor przez liczbe↪ mnoża↪c każda↪ wspó lrze↪dna↪ wektora

przez te↪ liczbe↪:

t~u = t · [u1, u2, u3] = [tu1, tu2, tu3] .

Wszystkie wymienione w lasności wynikaja↪ od razu z definicji dzia lań na wektorach.

Jedyny problem to nierówność Schwarza, która wynika natychmiast z geometrycznej

interpretacji iloczynu skalarnego i z tego, że −1 ≤ cosα ≤ 1 . Można ja↪ też udowodnić

nieco inaczej. Podamy dwa takie dowody, oba w nieco ogólniejszej sytuacji.

Pierwszy dowód nierówności Schwarza

Wykażemy, że dla dowolnej liczby naturalnej n i dla dowolnych liczb rzeczywistych
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x1, x2, . . . , xn , y1, y2, . . . , yn zachodzi nierówność

(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn)2 ≤ (x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)(y2

1 + y2
2 + · · ·+ y2

n) .

Przenosza↪c wszystkie wyrażenia na prawa↪ strone↪, wymnażaja↪c wszystko otrzymu-

jemy sume↪ iloczynów typu x2
i y

2
j , 1 ≤ i, j ≤ n , od której odejmujemy sume↪ ilo-

czynów postaci x2
i y

2
i , 1 ≤ i ≤ n oraz podwojona↪ sume↪ wszystkich iloczynów

postaci xiyixjyj , 1 ≤ i 6= j ≤ n . Jasne jest że po odje↪ciu znikna↪ iloczyny po-

staci x2
i y

2
i , 1 ≤ i ≤ n . Reszta to suma wyrażeń postaci x2

i y
2
j − 2xixjyiyj + x2

jy
2
i ,

1 ≤ i < j ≤ n . Ponieważ x2
i y

2
j −2xixjyiyj +x2

jy
2
i = (xiyj−xjyi)2 , wie↪c ta suma jest

liczba↪ nieujemna↪. Za lóżmy, że 0 =
∑

1≤i<j≤n(xiyj − xjyi)2 . Wtedy xiyj = xjyi

dla 1 ≤ i < j ≤ n . Jeśli yi 6= 0 6= yj , to możemy napisać xi
yi

= xj
yj

. Wo-

bec tego wszystkie ilorazy postaci xi
yi

sa↪ równe. Oznaczmy ich wspólna↪ wartość

przez t . Niech yi 6= 0 = yj . Ponieważ xiyj = xjyi , wie↪c xj = 0 i wobec tego

również w tym przypadku zachodzi wzór xj = tyj . Wykazalísmy wie↪c, że jeśli

(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn)2 = (x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)(y2

1 + y2
2 + · · ·+ y2

n) i co najmniej

jedna z liczb y1, y2, . . . , yn jest różna od 0 , to istnieje liczba rzeczywista t taka, że

xi = tyi dla i = 1, 2, . . . , n . Jasne jest, że jeśli taka liczba t istnieje, to nierówność

Schwarza staje sie↪ równościa↪. W ten sposób zakończylísmy pierwszy dowód.

Drugi dowód nierówności Schwarza, którego nie be↪dzie go na wyk ladzie.

Jasne jest, że jeśli zdefiniujemy iloczyn skalarny w przestrzeni n–wymiarowej wzo-

rem

~x · ~y = [x1, x2, . . . , xn] · [y1, y2, . . . , yn] = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn ,

to be↪da↪ mu przys lugiwać w lasności IS0 – IS5. Za lóżmy, że ~y 6= ~0 , tzn., że co naj-

mniej jedna ze wspó lrze↪dnych wektora ~y jest różna od 0 . Niech

f(t) = (~x+t~y)·(~x+t~y) = (~x·~x)+t(~x·~y)+t(~y·~x)+t2(~y·~y) = (~x·~x)+2t(~x·~y)+t2(~y·~y) .

dla każdej liczby t ∈ R . Funkcja f jest wielomianem kwadratowym, którego wszyst-

kie wartości sa↪ nieujemne, zatem jego wyróżnik nie może być dodatni. Mamy wie↪c

0 ≥ ∆ = 4(~x · ~y)2 − 4(~x · ~x)(~y · ~y) = 4
(
(~x · ~y)2 − (~x · ~x)(~y · ~y)

)
,

a to oznacza, że nierówność Schwarza jest prawdziwa. Oczywíscie jeśli (~x · ~y)2 =

(~x ·~x)(~y · ~y) , to wielomian kwadratowy ma dok ladnie jeden pierwiastek (podwójny),

a to oznacza, że istnieje liczba rzeczywista t taka, że 0 = f(t) = (~x + t~y) · (~x + t~y) ,

czyli ~x = −t~y . Zakończylísmy drugi dowód nierówności Schwarza.

Uwaga 1.2 (o niestandardowych iloczynach skalarnych)

W drugim dowodzie mniej przekszta lcalísmy. W dodatku w samym dowodzie korzy-

stalísmy jedynie z w lasności IS0 – IS5. Wynika sta↪d, że jeśli zdefiniujemy iloczyn
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w jakikolwiek inny sposób, ale tak, że w lasności IS0–IS5 be↪da↪ spe lnione, to również

w lasność IS6 be↪dzie spe lniona. Przyk lad takiej sytuacji możemy bez trudu podać.

Można przyja↪ć, że iloczynem skalarnym wektorów [x1, x2] i [y1, y2] jest np. liczba

2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2 , sens geometryczny jest znacznie mniej oczywisty niż

poprzednio i nie be↪dziemy tej kwestii analizować, powiemy tylko, że na p laszczyźnie

można wprowadzać uk lady wspó lrze↪dnych nieprostoka↪tnych, że jednostki na osiach

nie musza↪ być równej d lugości. Iloczyny skalarne można też definiować w innych

zbiorach, np. zbiorach, których elementami sa↪ funkcje.

Pierwszy dowód podalísmy, by studenci widzieli, że wymyślenie dowodu tak pro-

stej w lasności jest w ich zasie↪gu. Drugi, by móc powiedzieć, że po pewnym czasie lu-

dziom udaje sie↪ lepiej zrozumieć uzyskane twierdzenie, cze↪sto rozszerzyć zakres jego

stosowalności i na ogó l uprościć dowód. Nie należy sie↪ wie↪c dziwić, że na pomys l prze-

prowadzenia krótkiego dowodu można nie wpaść od razu. Te krótkie rozumowania to

cze↪sto efekt dosyć d lugich rozmyślań.

Jeśli co najmniej jedna z liczb a, b jest różna od 0 , to zbiór wektorów [x, y] *

prostopad lych do wektora [a, b] jest opisany równaniem ax + by = 0 . Oczywíscie

końce tych wektorów tworza↪ prosta↪ prostopad la↪ do wektora [a, b] . Wobec tego:

jeśli [a, b] 6= [0, 0] , to równanie ax+ by+ c = 0 opisuje prosta↪ prostopad la↪ do

wektora [a, b] . Prosta ta jest równoleg la do prostej o równaniu ax+by = 0 .

Stwierdzenie 1.3

Jeśli co najmniej jedna z trzech liczb a, b, c jest różna od 0 , to równanie (liniowe)

ax + by + cz = 0 opisuje zbiór wektorów prostopad lych do wektora [a, b, c] . Jest

wie↪c to równanie p laszczyzny przechodza↪cej przez pocza↪tek uk ladu wspó lrze↪dnych.

Wobec tego: jeśli (a, b, c) 6= (0, 0, 0) , to równanie ax + by + cz + d = 0 opisuje

p laszczyzne↪ prostopad la↪ do wektora (a, b, c) . P laszczyzna ta jest równoleg la

do p laszczyzny o równaniu ax+ by + cz = 0 .

Definicja 1.4 (iloczynu wektorowego)

Iloczynem wektorowym ~u×~v wektorów ~u = [u1, u2, u3)] i ~v = [v1, v2, v3] nazywamy

wektor [u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1] .

Ze wzgle↪du na to, że iloczyn wektorowy jest cze↪sto stosowany, wypada wspo-

mnieć, że wielkości postaci u1v2 − u2v1 nazywane sa↪ wyznacznikami drugiego stop-

*Mówia↪c wektor [x,y] mamy na myśli wektor zaczynaja↪cy sie↪ w punkcie 0=(0,0) , którego końcem
jest punkt (x,y) .
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nia. Piszemy u1v2−u2v3 =
∣∣∣∣
u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣ . Definiujemy też wyznaczniki wyższych stopni,

np. trzeciego:∣∣∣∣∣∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣
= u1

∣∣∣∣
v2 v3

w2 w3

∣∣∣∣− u2

∣∣∣∣
v1 v3

w1 w3

∣∣∣∣+ u3

∣∣∣∣
v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣ =

= u1v2w3 − u1v3w2 + u2v3w1 − u2v1w3 + u3v1w2 − u3v2w1 .

O wyznacznikach opowiemy wie↪cej w jednym z naste↪pnych wyk ladów. Teraz

zauważmy tylko, że oznaczaja↪c e1 =
(

1
0
0

)
, e2 =

(
0
1
0

)
, e3 =

(
0
0
1

)
możemy napisać:

~u× ~v =

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
= e1

∣∣∣∣
u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣− e2

∣∣∣∣
u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣+ e3

∣∣∣∣
u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣ =

=

(∣∣∣∣
u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣
u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣
)

W odróżnieniu od iloczynu skalarnego dwóch wektorów, który jest liczba↪ (czyli

skalarem), iloczyn wektorowy jest wektorem. Wykażemy jest jest on wektorem prosto-

pad lym do obu czynników jednocześnie oraz że jego d lugość to pole równoleg loboku

rozpie↪tego przez mnożone wektory. By wykazać prostopad lość wystarczy obliczyć ilo-

czyn skalarny:

~u · (~u× ~v) = [u1, u2, u3] · [u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v3] =

=, u1u2v3 − u1u3v2 + u2u3v1 − u2u1v3 + u3u1v2 − u3u2v1 = 0 .

Równość ~v · (~u × ~v) = ~0 sprawdzamy w taki sam sposób. Sprawdzimy najpierw,

że kwadrat pola równoleg loboku rozpie↪tego przez wektory ~u oraz ~v równy jest

(~u · ~u)(~v · ~v) − (~u · ~v)2 . Skorzystamy z tego, że pole równoleg loboku jest iloczy-

nem boku przez wysokość do niego prostopad la↪. Znajdziemy najpierw taka↪ liczbe↪
t ∈ R , że wektor ~u− t~v okaże sie↪ prostopad ly do wektora ~v . Oznacza to, że wektor

t~v be↪dzie rzutem wektora ~u na prosta↪ wyznaczona przez wektor ~v i wobec tego

wektor ~u − t~v be↪dzie wysokościa↪ równoleg loboku prostopad la↪ do „boku” ~v . Ma

być spe lniona równość ~v · (~u − t~v) = 0 , czyli ~v · ~u − t~v · ~v = 0 . Jeśli ~v 6= ~0 , to

t = ~u·~v
~v·~v . Niech P oznacza pole równoleg loboku rozpie↪tego przez wektory ~u i ~v .

Mamy P = ‖~v‖ · ‖~u− ~u·~v
~v·~v~v‖ . Wobec tego zachodza↪ równości

P 2 = ‖~v‖2 · ‖~u− ~u·~v
~v·~v~v‖2 =

(
~v · ~v)((~u− ~u·~v

~v·~v~v) · (~u− ~u·~v
~v·~v~v)

)
=

=
(
~v · ~v)(~u · ~u− ~u·~v

~v·~v~u · ~v − ~u·~v
~v·~v~v · ~u + (~u·~v~v·~v )2~v · ~v) =

=
(
~v · ~v)(~u · ~u− 2~u·~v~v·~v~u · ~v + (~u·~v~v·~v )2~v · ~v) = ‖~v‖2‖~u‖2 − (~u · ~v)2 .
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Wzór wykazalísmy. Z pierwszego dowodu nierówności Schwarza wynika wzór

‖~v‖2‖~u‖2 − (~u · ~v)2 = (u2v3 − u3v2)2 + (u3v1 − u1v3)2 + (u1v2 − u2v3) = ‖~u× ~v‖2 .

Udowodnilísmy, że kwadrat pola równoleg loboku rozpie↪tego przez wektory ~u, ~v rów-

ny jest kwadratowi d lugości iloczynu wektorowego. Możemy otrzymany wzór prze-

pisać w postaci

‖~v‖2‖~u‖2 = (~u · ~v)2 + ‖~u× ~v‖2 .

Ten wzór to w zasadzie „jedynka trygonometryczna”. Jeśli bowiem ϕ oznacza ka↪t

mie↪dzy ~u i ~v , to ~u · ~v = ‖~u‖ · ‖~v‖ cosϕ oraz ‖~u × ~v‖ = ‖~u‖ · ‖~v‖ sinϕ , bo pole

równoleg loboku to iloczyn boków i sinusa ka↪ta mie↪dzy nimi.

Zadania

1. 01 Znaleźć odleg lość punktów ( 1
2 ,−7) i ( 7

2 ,−3) .

1. 02 Znaleźć odleg lość punktów ( 1
2 ,−7,−9) i ( 7

2 ,−3, 3) .

1. 03 Niech A = (a1, a2) , B = (b1, b2) i C = (0, 0) . Korzystaja↪c z twierdzenia

Pitagorasa udowodnić, że ka↪t mie↪dzy bokami AC i BC trójka↪ta ABC jest

prosty wtedy i tylko wtedy, gdy a1b1 + a2b2 = 0 .

1. 04 Niech A = (a1, a2, a3) , B = (b1, b2, b3) i C = (0, 0, 0) . Korzystaja↪c z twierdze-

nia Pitagorasa udowodnić, że ka↪t mie↪dzy bokami AC i BC trójka↪ta ABC jest

prosty wtedy i tylko wtedy, gdy a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0

1. 05 Znaleźć równanie prostej równoleg lej do prostej x − 7y + 5 = 0 przechodza↪cej

przez punkt (1, 1) .

1. 06 Znaleźć odleg lość punktu (1, 1) od prostej x− 7y + 5 = 0 .

1. 07 Jaki warunek spe lniaja↪ liczby a, b , jeśli wektor [a, b] jest prostopad ly do wekto-

ra [3,−5] ?

1. 08 Jaki warunek spe lniaja↪ liczby a, b, c , jeśli wektor [a, b, c] jest prostopad ly do

wektora [1, 2, 3] ?

1. 09 Jaki warunek spe lniaja↪ liczby a, b, c , jeśli wektor [a, b, c] jest prostopad ly do

wektorów [1, 2, 3] i [3, 2, 1] ?

1. 10 Czy punkty (1, 2) , (2, 3) , (3, 4) leża↪ na jednej prostej?

1. 11 Czy punkty (1, 2) , (2, 4) , (3, 9) leża↪ na jednej prostej?

1. 12 Znaleźć pole trójka↪ta o wierzcho lkach (3, 5) , (5, 8) i (0, 0) . Czy ten trójka↪t jest

prostoka↪tny, ostroka↪tny czy rozwartoka↪tny?

1. 13 Znaleźć pole trójka↪ta o wierzcho lkach (3, 5, 8) , (5, 8, 13) i (0, 0, 0) .
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1. 14 Znaleźć pole trójka↪ta o wierzcho lkach (−1, 2, 0) , (0, 3, 1) i (10,−5,−1) . Czy

ten trójka↪t jest prostoka↪tny, ostroka↪tny czy rozwartoka↪tny?

1. 15 Znaleźć środek okre↪gu opisanego na trójka↪cie o wierzcho lkach (2, 1) , (5, 5)

i (1, 8) ? Czy ten trójka↪t jest prostoka↪tny, ostroka↪tny czy rozwartoka↪tny?

1. 16 Znaleźć środek okre↪gu opisanego na trójka↪cie o wierzcho lkach (2, 1) , (3, 5)

i (8, 13) ? Czy ten trójka↪t jest prostoka↪tny, ostroka↪tny czy rozwartoka↪tny?

1. 17 Znaleźć punkt, w którym przecinaja↪ sie↪ wysokości trójka↪ta o wierzcho lkach

(2, 1) , (3, 5) oraz (8, 13) .

1. 18 Znaleźć punkt przecie↪cia środkowych trójka↪ta (środek cie↪żkości) o wierzcho lkach

(2, 1) , (3, 5) i (8, 13) .

1. 19 Znaleźć równanie p laszczyzny zawieraja↪cej naste↪puja↪ce trzy punkty (3,−1, 2) ,

(0, 2, 1) i (−3, 2, 2) .

1. 20 Znaleźć równanie p laszczyzny zawieraja↪cej naste↪puja↪ce trzy punkty (−1, 2, 0) ,

(0, 3, 1) i (10,−5,−1) .

1. 21 Znaleźć środek okre↪gu opisanego na trójka↪cie o wierzcho lkach (−1, 2, 0) , (0, 3, 1)

i (10,−5,−1) .

1. 22 Znaleźć punkt przecie↪cia wysokości trójka↪ta o wierzcho lkach (−1, 2, 0) , (0, 3, 1)

i (10,−5,−1) .

1. 23 Znaleźć punkt przecie↪cia środkowych trójka↪ta (środek cie↪żkości), którego wierz-

cho lkami sa↪ punkty (−1, 2, 0) , (0, 3, 1) i (10,−5,−1) .

1. 24 Znaleźć równanie p laszczyzny przechodza↪cej przez punkty (2, 7,−1) i (4, 1, 2)

równoleg lej do wektora (1, 0, 0) . Ile jest takich p laszczyzn?

1. 25 Wykazać, że ~x · (~y · ~z) = (~x · ~y) · ~z wtedy i tylko wtedy, gdy wektory ~x i ~z sa↪
równoleg le albo oba wektory ~x i ~z sa↪ prostopad le do wektora ~y .

1. 26 Znaleźć odleg lość punktu 0 = (0, 0, 0) od p laszczyzny 4x− 3y + 12z − 39 = 0 .

1. 27 Znaleźć odleg lość punktu A = (−1, 3, 1) od p laszczyzny 4x−3y+12z−39 = 0 .

1. 28 Znaleźć punkt X , który dzieli odcinek AB w stosunku:

1 : 1 , 1 : 3 , 2 : 3 ,

jeśli A = (1,−2, 3) , B = (21,−22,−37) .

1. 29 Znaleźć iloczyn wektorowy ~v × ~w wektorów ~v = [1, 2, 3] i ~w = [1,−2, 3] .

1. 30 Znaleźć obje↪tość czworościanu, którego wierzcho lkami sa↪ punkty A = (1, 2, 0) ,

B = (4, 3, 0) , C = (1, 1, 1) i D = (2, 3, 1) .

1. 31 Znaleźć środek kuli opisanej na czworościanie o wierzcho lkach A = (1, 2, 0) ,

B = (4, 3, 0) , C = (1, 1, 1) i D = (2, 3, 1) .

1. 32 Znaleźć ka↪t mie↪dzy p laszczyznami 2x− y − z − 1 = 0 i x+ y − 2z = 0 .
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1. 33 Rozwia↪zać nierówność 8 sin4 t− 10 sin2 t+ 3 < 0 .

Zilustrować jej rozwia↪zanie na okre↪gu x2 + y2 = 1 .

8


