Procesy Stochastyczne 2019/2020
I1 zestaw zadan
Procesy Markowa 1

1. Wykaz, ze jezeli Px|g jest regularnym rozkladem warunkowym X wzgledem G,
to dla dowolnej funkeji ¢ : E — R takiej, ze E|p(X)| < oo zachodzi

Be(X)I0)w) = [ ¢@Pyglw.d).  pa.

2. Znajdz regularny rozklad warunkowy X wzgledem Y, jezeli:

(a) Y jest zmienna dyskretna, tzn. dla pewnego przeliczalnego zbioru S mamy
PY e S)=1.

(b) zmienne X, Y sa rzeczywiste, a rozklad pary (X,Y’) ma gestosé g(z,y).

3. Niech T' = N, oraz niech (F, p) niech bedzie przestrzenia stanéw (niekoniecznie
dyskretna). Wykaz, ze (X,)nen jest tancuchem Markowa o wartosciach w E wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnego n i dowolnego zbioru mierzalnego I' € B(FE)

P(X,11 € DIFX) =P(Xpp1 € 1)X,,).

Uwaga. Prosze rozwiaza¢ to zadanie bezposrednio, bez odwotywania sie¢ do ogdlnego
twierdzenia z wykladu.

4. Niech Xy, Yp, Y1, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym Xg ma
wartosci w przestrzeni E, za$ zmienne Y), — w przestrzeni F’. Niech dlan =1,2,..., h,
bedzie funkcja mierzalng z F x E' w E. Ciag X,, okreslony jest indukcyjnie w sposéb
nastepujacy: dlan =0,1,..., Xp41 = h(Xy, Yot1). Wykaz, ze X, jest taricuchem Mar-
kowa.

5. Przy zalozeniu, ze przestrzen stanéw E jest przeliczalna, natomiast T C R jest
przedziatem (nie zakladamy, ze czas jest dyskretny) wykaz ze

(a) (Xi)ter jest procesem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego n > 2
i dla dowolnych t; < ty < ... < tp, ki,ko,...,k, € E takich, ze P(Xy, = k1, Xy, =
ka,..., Xy, | = kn—1) # 0 zachodzi

P(Xy, = kn| Xy, = k1, X, = ko, oo, Xy, = kn1) =P(Xy, = kn| Xy, , = kn—1).

(b) (Xt)ter jest procesem Markowa z macierza przejscia (ps¢(k,l)) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego n > 1 i dla dowolnych t; < to < ... < t,, k1,ko,..., kp € E

]P)(th = kl, XtQ = kg, e ,Xt = kn> = ]P(th = kl)ptl,tz (k‘l, kg) . .ptn717tn(kn_1, kn)

n

6. Wykaz, Zze proces Poissona N; jest procesem Markowa i znajdz jego funkcje
(macierz) przejscia.



7. Wykaz, ze proces (—1)™t jest procesem Markowa i znajdz jego macierz przejicia.

8. Zmienne losowe X7, Xo,... sa iid o wspdlnym rozkladzie u, S, = ZZZI X,
M,, = max(Xy,...,X,). Czy nastepujace ciagi tworza taricuchy Markowa:

(a) Xl, XQ, vy

(b) So, S1, S92, ... (przyjmujemy Sy = 0);

(c) S&, 8¢, Sy, ..

(d) Ml, MQ, ceed

(e) 507 maX(‘SOa Sl)? maX(S()’ 517 52)7 e

(£) (Shs M)2,.
W tych przypadkach, gdzie odpowiedz jest twierdzaca, wyznacz odpowiednia funkcje
przejscia.

9. (przypomnienie zadania z RP2) Niech G C F bedzie o—cialem, X zmienna
losowa G—mierzalna, natomiast Y —zmienna losowa niezalezna od G. Wykaz, ze dla
dowolnej funkeji f(z,y) mierzalnej i ograniczonej zachodzi

E(f(X,Y)]G) = o(X),
gdzie p(x) = Ef(z,Y).

10. Korzystajac z zadania poprzedniego wykaz, ze jezeli X = (X;)ier jest procesem
o przyrostach niezaleznych, to X jest procesem Markowa z funkcja przejscia

P(s,t,z,I) =P(X; — Xs € T' — z).
11. Wyznacz funkcje przejscia dla procesu (W_;)i<o (jest to proces Markowa, bo
jest inwersja procesu Wienera).

12. Czy procesy (|[Wy]), (tW;2) sa procesami Markowa? Jezeli tak, wyznacz ich
funkcje przejscia.



