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II zestaw zadań

Procesy Markowa I

1. Wykaż, że jeżeli PX|G jest regularnym rozk ladem warunkowym X wzgl ↪edem G,
to dla dowolnej funkcji ϕ : E → R takiej, że E|ϕ(X)| <∞ zachodzi

E(ϕ(X)|G)(ω) =

∫
E
ϕ(x)PX|G(ω,dx), p.n.

2. Znajdź regularny rozk lad warunkowy X wzgl ↪edem Y, jeżeli:
(a) Y jest zmienn ↪a dyskretn ↪a, tzn. dla pewnego przeliczalnego zbioru S mamy

P(Y ∈ S) = 1.
(b) zmienne X,Y s ↪a rzeczywiste, a rozk lad pary (X,Y ) ma g ↪estość g(x, y).

3. Niech T = N, oraz niech (E, ρ) niech b ↪edzie przestrzeni ↪a stanów (niekoniecznie
dyskretn ↪a). Wykaż, że (Xn)n∈N jest  lańcuchem Markowa o wartościach w E wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnego n i dowolnego zbioru mierzalnego Γ ∈ B(E)

P(Xn+1 ∈ Γ|FX
n ) = P(Xn+1 ∈ Γ|Xn).

Uwaga. Prosz ↪e rozwi ↪azać to zadanie bezpośrednio, bez odwo lywania si ↪e do ogólnego
twierdzenia z wyk ladu.

4. Niech X0, Y0, Y1, ... b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi, przy czym X0 ma
wartości w przestrzeni E, zaś zmienne Yk – w przestrzeni E′. Niech dla n = 1, 2, ..., hn
b ↪edzie funkcj ↪a mierzaln ↪a z E × E′ w E. Ci ↪ag Xn określony jest indukcyjnie w sposób
nast ↪epuj ↪acy: dla n = 0, 1, ..., Xn+1 = h(Xn, Yn+1). Wykaż, że Xn jest  lańcuchem Mar-
kowa.

5. Przy za lożeniu, że przestrzeń stanów E jest przeliczalna, natomiast T ⊂ R+ jest
przedzia lem (nie zak ladamy, że czas jest dyskretny) wykaż że

(a) (Xt)t∈T jest procesem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego n ≥ 2
i dla dowolnych t1 < t2 < . . . < tn, k1, k2, . . . , kn ∈ E takich, że P(Xt1 = k1, Xt2 =
k2, . . . , Xtn−1 = kn−1) 6= 0 zachodzi

P(Xtn = kn|Xt1 = k1, Xt2 = k2, . . . , Xtn−1 = kn−1) = P(Xtn = kn|Xtn−1 = kn−1).

(b) (Xt)t∈T jest procesem Markowa z macierz ↪a przej́scia (ps,t(k, l)) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego n ≥ 1 i dla dowolnych t1 < t2 < . . . < tn, k1, k2, . . . , kn ∈ E

P(Xt1 = k1, Xt2 = k2, . . . , Xtn = kn) = P(Xt1 = k1)pt1,t2(k1, k2) . . . ptn−1,tn(kn−1, kn).

6. Wykaż, że proces Poissona Nt jest procesem Markowa i znajdź jego funkcj ↪e
(macierz) przej́scia.



7. Wykaż, że proces (−1)Nt jest procesem Markowa i znajdź jego macierz przej́scia.

8. Zmienne losowe X1, X2, ... s ↪a iid o wspólnym rozk ladzie µ, Sn =
∑n

k=1Xk,
Mn = max(X1, . . . , Xn). Czy nast ↪epuj ↪ace ci ↪agi tworz ↪a  lańcuchy Markowa:

(a) X1, X2, ...;
(b) S0, S1, S2, ... (przyjmujemy S0 = 0);
(c) S+

0 , S
+
1 , S

+
2 , ...;

(d) M1,M2, ...;
(e) S0, max(S0, S1), max(S0, S1, S2), ...;
(f) (Sn,Mn)∞n=1.

W tych przypadkach, gdzie odpowiedź jest twierdz ↪aca, wyznacz odpowiedni ↪a funkcj ↪e
przej́scia.

9. (przypomnienie zadania z RP2) Niech G ⊂ F b ↪edzie σ−cia lem, X zmienn ↪a
losow ↪a G−mierzaln ↪a, natomiast Y−zmienn ↪a losow ↪a niezależn ↪a od G. Wykaż, że dla
dowolnej funkcji f(x, y) mierzalnej i ograniczonej zachodzi

E(f(X,Y )|G) = ϕ(X),

gdzie ϕ(x) = Ef(x, Y ).

10. Korzystaj ↪ac z zadania poprzedniego wykaż, że jeżeli X = (Xt)t∈T jest procesem
o przyrostach niezależnych, to X jest procesem Markowa z funkcj ↪a przej́scia

P (s, t, x,Γ) = P(Xt −Xs ∈ Γ− x).

11. Wyznacz funkcj ↪e przej́scia dla procesu (W−t)t≤0 (jest to proces Markowa, bo
jest inwersj ↪a procesu Wienera).

12. Czy procesy (|Wt|), (tWt2) s ↪a procesami Markowa? Jeżeli tak, wyznacz ich
funkcje przej́scia.


