Procesy Stochastyczne 2019/2020
I zestaw zadan

1. Niech (W)¢>0 bedzie procesem Wienera. Podaj przyklad modyfikacji procesu Wy
o nieciaglych trajektoriach.

2
2. Niech Z; = 2UHEWi) 4 > 1. Zbadaj zbiemmosc limy o0 Z; w sensie zbiezmosci:

a) wedlug rozkadu, b) wedlug prawdopodobienistwa, ¢) prawie na pewno.

3. Udowodnij lemat z wykladu: niech X1, X», ... bedzie ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o wspdélnym rozktadzie Exp()), gdzie A > 0 jest dane. Dalej, niech 79 = 0
i, =X+ ...+ X, dlak =1,2,.... Ponadto, niech h : R — C bedzie taka funkcja
mierzalng, ze supp(h — 1) jest ograniczony. Definiujemy Y := [[72 h(7;). Wykaz, ze

EY = e)\ fooo(h(u)—l)du.
W kolejnych zadaniach N; oznacza proces Poissona z intensywnoscia A > 0.
4. Oblicz P(Nl = 1,N2 = 4,N3 == 4), ]P)(Nl = NQ) oraz ]P)(Nl = Ng < N4).

5. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Poissona sa niema-
lejace, przyjmuja wartosci z Z,., maja wszystkie skoki rowne 1 i daza do nieskonczonoéci
gdy t — oc.

6. Wykaz, ze moment pierwszego skoku procesu Poissona
7 :=inf{t > 0: Ny > 0}
jest zmienng losowa o rozktadzie wykladniczym z parametrem A.

7. Niech
T, = inf{t > 0: Ny = k}

bedzie momentem k—tego skoku procesu Poissona. Wykaz, ze odstepy miedzy kolejnymi
skokami:

pPL=T1, P2 =T2 —T1, P3 =T3 — T2,...

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspdlnym rozkladzie wykladniczym z parame-
trem A.

Uwaga. Zadania 5-7 pokazuja, Ze proces Poissona zdefiniowany aksjomatycznie ma w
istocie reprezentacje takag, jak w Twierdzeniu 1 z wyktadu.

8. Oblicz (oznaczenia jak w zadaniu 4):
(a) Ers,
(b) E(76|N3 = 4),



(c) E(N5|N2 = 2),
(d) E(N3|N5 = 4).

9. Udowodnij, ze im0 % = )\ prawie na pewno.
10. Niech Nt(l) i Nt(2) beda niezaleznymi procesami Poissona. Wykaz, ze
Ny = ND + NP
réwniez jest procesem Poissona.

11. Niech Nt(l) i Nt(2) beda niezaleznymi procesami Poissona z parametrem A. Czy

proces X; = maX{Nt(l), Nt(z)} jest takze procesem Poissona?

12. Liczba wyswietlen pewnej strony internetowej do chwili ¢, oznaczana Ny, jest pro-
cesem Poissona z intensywnoscia A > 0. Kazde wyswietlenie z prawdopodobienstwem p
jest dokonywane spoza Polski (niezaleznie od innych wyswietlen, i niezaleznie od procesu

)

N). Niech Nt(l) bedzie liczba wyéwietlen strony spoza Polski, a Nt(2 — liczba wyswietlen

strony z Polski. Wykaz, ze Nt(l) i Nt(z) sa niezaleznymi procesami Poissona.



