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1. (nieréwno$é Lévy’ego) Niech (X¢,Py)i>02¢cr bedzie jednorodng rodzing Mar-
kowa o wartosciach w przestrzeni polskiej (E, p). Wykaz, ze dla dowolnych 0 < t; <
tg < ... < t, <tidlae> 0 zachodzi

P, <maxp($,th) > 26> < 20(t) | :==2 sup supPy(p(y, Xs) >€) | .
k s€[0,t] y€E

Wywnioskuj stad, ze jezeli X jest prawostronnie ciagtly, to

P, <supp(x,Xs) > 26) < 20 (t).
s<t

2. Niech f € C%(R?) oraz p € R. Znajdz rozwiazanie u(t, ) réwnania

ou 1
7 ZA
It pu+2 u,

u(0,z) = f().
3. Niech (X, Ps),eq1,2) bedzie prawostronnie ciagha jednorodna rodzina Markowa o

generatorze
-1 1
A_[ S ]

Zmajdz funkcje charakterystyczna zmiennej losowej ¥ = fg 1413(Xs)ds, przy Py i Po.
Wskazowka: uzyj wzoru Feynmana-Kaca.

4. Niech (T};) bedzie pdlgrupa kontrakeji na B(F), gdzie (F, p) — przestrzen polska.
Wykaz, ze dla ¢ € By funkcja v(t,z) = fg Tsg9(z)ds jest jedynym rozwiazaniem o
wzroscie co najwyzej liniowym réwnania

0~ Avlta) +g(@), v(0.2) =0

i takim, ze v oraz % sa ciagle jako odwzorowania z Ry w B(FE).

5. (prawo arcusa sinusa) Niech W bedzie jednowymiarowym procesem Wienera
startujacym z zera. Oznaczmy przez & czas przebywania W na pélprostej dodatniej
do chwili ¢, tzn. & = f(f 1(0,00)(Ws)ds = [{0 < s <t: W, > 0}]. Udowodnij, ze dla
0 <z <t zachodzi P[¢; < z] = %arcsin \/?

Wskazowki. Dla dowolnych ustalonych A > 0, 8 > 0 i jednostajnie ciaglej, nieujemnej
funkeji ¢ niech 7; bedzie pélgrupa zdefiniowana przez 7T; f () = E, [e*'g Jo e(Ws)ds HUDIE

Pokaz, ze funkcja r(z) = [;° e MT1(z)dt spelia

Ar(z) — %r"(az) + Be(a)r(z) = 1. (1)



Nastepnie pokaz, ze gdy ¢ zastapié przez funkcje 1(0700)(.%), to odpowiednia funkcja r
jest klasy C! na R, dwukrotnie rézniczkowalna na R\ {0}, a ponadto dla x # 0 zachodzi
odpowiednik réwnania (1). Rozwiaz to réwnanie. Aby otrzymaé rozklad & skorzystaj z
jednoznacznosci transformaty Laplace’a.



