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1. (nierówność Lévy’ego) Niech (Xt,Px)t≥0,x∈E b ↪edzie jednorodn ↪a rodzin ↪a Mar-
kowa o wartościach w przestrzeni polskiej (E, ρ). Wykaż, że dla dowolnych 0 < t1 <
t2 < ... < tn ≤ t i dla ε > 0 zachodzi

Px
(

max
k

ρ(x,Xtk) > 2ε

)
≤ 2αε(t)

(
:= 2 sup

s∈[0,t]
sup
y∈E

Py(ρ(y,Xs) > ε)

)
.

Wywnioskuj st ↪ad, że jeżeli X jest prawostronnie ci ↪ag ly, to

Px
(

sup
s≤t

ρ(x,Xs) > 2ε

)
≤ 2αε(t).

2. Niech f ∈ C2
c (Rd) oraz ρ ∈ R. Znajdź rozwi ↪azanie u(t, x) równania

∂u

∂t
= ρu+

1

2
∆u,

u(0, x) = f(x).

3. Niech (Xt,Px)x∈{1,2} b ↪edzie prawostronnie ci ↪ag l ↪a jednorodn ↪a rodzin ↪a Markowa o
generatorze

A =

[
−1 1
2 −2

]
.

Znajdź funkcj ↪e charakterystyczn ↪a zmiennej losowej Y =
∫ t
0 1{1}(Xs)ds, przy P1 i P2.

Wskazówka: użyj wzoru Feynmana-Kaca.

4. Niech (Tt) b ↪edzie pó lgrup ↪a kontrakcji na B(E), gdzie (E, ρ) – przestrzeń polska.
Wykaż, że dla g ∈ B0 funkcja v(t, x) =

∫ t
0 Tsg(x) ds jest jedynym rozwi ↪azaniem o

wzroście co najwyżej liniowym równania

∂v

∂t
= Av(t, x) + g(x), v(0, x) = 0

i takim, że v oraz ∂v
∂t s ↪a ci ↪ag le jako odwzorowania z R+ w B(E).

5. (prawo arcusa sinusa) Niech W b ↪edzie jednowymiarowym procesem Wienera
startuj ↪acym z zera. Oznaczmy przez ξt czas przebywania W na pó lprostej dodatniej
do chwili t, tzn. ξt =

∫ t
0 1(0,∞)(Ws)ds = |{0 ≤ s ≤ t : Ws > 0}| . Udowodnij, że dla

0 ≤ x ≤ t zachodzi P[ξt ≤ x] = 2
π arcsin

√
x
t .

Wskazówki. Dla dowolnych ustalonych λ > 0, β > 0 i jednostajnie ci ↪ag lej, nieujemnej

funkcji c niech T̃t b ↪edzie pó lgrup ↪a zdefiniowan ↪a przez T̃tf(x) = Ex
[
e−β

∫ t
0 c(Ws)dsf(Wt)

]
.

Pokaż, że funkcja r(x) =
∫∞
0 e−λtT̃t1(x)dt spe lnia

λr(x)− 1

2
r′′(x) + βc(x)r(x) = 1. (1)



Nast ↪epnie pokaż, że gdy c zast ↪apić przez funkcj ↪e 1(0,∞)(x), to odpowiednia funkcja r
jest klasy C1 na R, dwukrotnie różniczkowaln ↪a na R\{0}, a ponadto dla x 6= 0 zachodzi
odpowiednik równania (1). Rozwi ↪aż to równanie. Aby otrzymać rozk lad ξt skorzystaj z
jednoznaczności transformaty Laplace’a.


