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1. Za lóżmy, że b, σ : R+ × R → R s ↪a funkcjami mierzalnymi, ograniczonymi, a
ponadto istniej ↪a: sta la L > 0 i funkcja niemalej ↪aca ρ : R+ → R+ takie, że przy każdym
ε > 0 zachodzi

∫ ε
0 (ρ(x))−2dx =∞, dla których:

(1) |b(t, x)− b(t, y)| ≤ L|x− y|,
(2) |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ ρ(x− y), dla x, y ∈ R, t ∈ [0, T ].

Udowodnij, że rozwi ↪azanie równania

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt, X0 = x, t ∈ [0, T ]

jest jednoznaczne w sensie trajektorii.
Wskazówka. Rozważ dwa rozwi ↪azania X, X̃, z tym samym procesem Wienera. Używaj ↪ac
wzoru Itô oszacuj Ef(Xt − X̃t) dla f ∈ C2 o ograniczonych pochodnych. Nast ↪epnie
pokaż, przybliżaj ↪ac odpowiednio funkcj ↪e |x|, że E|Xt−X̃t| ≤ C

∫ t
0 E|Xs−X̃s|ds. Zakończ

rozumowanie podobnie, jak przy dowodzie jednoznaczności rozwi ↪azania dla ci ↪ag lych,
globalnie lipschitzowskich funkcji b, σ.

2. Udowodnij, że dla α ≥ 1
2 równanie

dXt = |Xt|αdWt, X0 = 0 (1)

ma rozwi ↪azanie jednoznaczne w sensie trajektorii.

3. (tw. Dambisa-Dubinsa-Schwarza) Niech M b ↪edzie ci ↪ag lym rzeczywistym
martynga lem lokalnym wzgl ↪edem pewnej prawostronnie ci ↪ag lej filtracji (Ft)t≥0. Za lóżmy
M0 = 0 oraz limt→∞〈M〉t =∞ p.n. Dla t ≥ 0 niech

τt = inf{s ≥ 0 : 〈M〉s > t}.

Udowodnij, że proces Bt := Mτt jest standardowym procesem Wienera wzgl ↪edem filtracji
(Gt)t = (Fτt)t.

4. Udowodnij, że dla α ∈ (0, 1
2) równanie (1) ma niezerowe s labe rozwi ↪azanie, a

zatem nie zachodzi jednoznaczność, ani w sensie trajektorii, ani w sensie rozk ladu.
Wskazówka. Niech Vs b ↪edzie procesem Wienera oraz Mt =

∫ t
0 |Vs|

−αdVs. Niech τt
b ↪edzie zmian ↪a czasu z poprzedniego zadania, wtedy Wt = Mτt jest procesem Wienera,
zaś (W,X), gdzie Xt = Vτt , jest s labym rozwi ↪azaniem.

5. Niech a : Rd → Rd×d oraz b : Rd → Rd b ↪ed ↪a funkcjami ci ↪ag lymi, przy czym dla
każdego x ∈ Rd, a(x) jest macierz ↪a symetryczn ↪a i nieujemnie określon ↪a. L oznacza ope-
rator dyfuzji z wspó lczynnikami a, b. Niech (Xt,Px)t≥0,x∈Rd b ↪edzie jednorodn ↪a rodzin ↪a



Markowa o funkcji przej́scia P (t, x,Γ). Przez Bδ(x) oznaczamy kul ↪e {y : |y − x| < δ}.
Za lóżmy, że dla każdego δ > 0, przy t→ 0, jednostajnie wzgl ↪edem x ∈ Rd :

(1) P (t, x, (Bδ(x))c) = o(t),

(2)
∫
Bδ(x)

(yi − xi)P (t, x, dy) = bi(x)t+ o(t), dla i = 1, 2, ...d;

(3)
∫
Bδ(x)

(yi − xi)(yj − xj)P (t, x, dy) = ai,j(x)t+ o(t), dla i, j = 1, 2, ...d;

ponadto za lóżmy, że Tr a(x)(=
∑
aii(x)) jest ograniczone. Wtedy C2

u(Rd) ⊂ DA oraz
dla f ∈ C2

u(Rd) zachodzi Af = Lf. A zatem X jest procesem dyfuzji z operatorem
tworz ↪acym L.


