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VIII zestaw zadan, 12 stycznia 2017r.

1. Zalézmy, ze b,0 : Ry x R — R sa funkcjami mierzalnymi, ograniczonymi, a
ponadto istnieja: stata L > 0 i funkcja niemalejaca p : Ry — R takie, ze przy kazdym
e > 0 zachodzi [;(p(x)) ?dx = oo, dla ktérych:

(1) |o(t,z) = b(t,y)| < L|x —yl,

(2) lo(t,x) —o(t,y)| < p(r —y), dlax,y e R, t € [0,T].

Udowodnij, ze rozwiazanie rownania

dX; = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th, Xog=z, tEe€ [0, T]

jest jednoznaczne w sensie trajektorii.

Wskazdwka. Rozwaz dwa rozwiazania X, X, z tym samym procesem Wienera. Uzywajac
wzoru It6 oszacuj Ef(X; — Xt) dla f € C? o ograniczonych pochodnych. Nastepnie
pokaz, przyblizajac odpowiednio funkcje |z|, ze E|X; — X;| < C [ E|X;— X;|ds. Zakoticz
rozumowanie podobnie, jak przy dowodzie jednoznaczno$ci rozwiazania dla ciagtych,
globalnie lipschitzowskich funkcji b, 0.

2. Udowodnij, ze dla o > % rOwnanie
dX; = | X¢|%dW, Xo=0 (1)
ma rozwigzanie jednoznaczne w sensie trajektorii.

3. (tw. Dambisa-Dubinsa-Schwarza) Niech M bedzie ciaglym rzeczywistym
martyngatem lokalnym wzgledem pewnej prawostronnie ciagtej filtracji (F;)¢>0. Zalézmy
My = 0 oraz lim;_.(M); = oo p.n. Dla ¢ > 0 niech

7t = 1inf{s > 0: (M), > t}.

Udowodnij, ze proces By := M, jest standardowym procesem Wienera wzgledem filtracji

(G)t = (Fr )t

4. Udowodnij, ze dla a € (0,%) réwnanie (1) ma niezerowe sltabe rozwiazanie, a
zatem nie zachodzi jednoznacznosé, ani w sensie trajektorii, ani w sensie rozkladu.

Wskazowka. Niech Vi bedzie procesem Wienera oraz M; = fg |Vs|~*dVs. Niech 7
bedzie zmiana czasu z poprzedniego zadania, wtedy W; = M, jest procesem Wienera,
zas (W, X), gdzie X; = V,,, jest stabym rozwiazaniem.

5. Niech a : R? — R%? oraz b : R? — R? beda funkcjami ciagtymi, przy czym dla
kazdego 2 € RY, a(z) jest macierza symetryczna i nieujemnie okreslona. L oznacza ope-
rator dyfuzji z wspolczynnikami a,b. Niech (Xt,IP’x)tZO@GRd bedzie jednorodna rodzing



Markowa o funkcji przejscia P(t,x,T"). Przez Bs(x) oznaczamy kule {y : |y — x| < d}.
Zal6zmy, ze dla kazdego § > 0, przy t — 0, jednostajnie wzgledem = € R? :
(1) P(t,z, (Bs(x))) = o(t),

(2) / (yi —xi)P(t,z,dy) = bi(x)t +o(t), dla i =1,2,...d;
Bs(x)

(3) / (yl - l‘z)(y] - .ITj)P(t,.r, dy) = ai,j(l‘)t + O(t)a dlai,j=1,2,..d;
Bs(x)

ponadto zatézmy, ze Tra(x)(= 3. a;i(x)) jest ograniczone. Wtedy C2(R?) C D, oraz

dla f € C%(R?) zachodzi Af = Lf. A zatem X jest procesem dyfuzji z operatorem

tworzacym L.



