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1. Wykaż, że równanie

dXt = 3X1/3
t dt+ 3X2/3

t dWt, X0 = 0

ma nieskończenie wiele mocnych rozwi ↪azań postaci

Xθ
t =

{
0 0 ≤ t < βθ,
W 3
t βθ ≤ t <∞,

gdzie 0 ≤ θ <∞ oraz βθ = inf{s ≥ θ : Ws = 0}.

2. Korzystaj ↪ac z twierdzenia Girsanowa, przeprowadź konstrukcj ↪e jakiegoś s labego
rozwi ↪azania równania

dXt = (2 + sgn (Xt))dt+ dWt, X0 = 0.

3. Czas lokalny procesu Wienera w zerze.
(a) Wykaż, że istnieje ci ↪ag ly, niemalej ↪acy proces (Lt)t≥0, dla którego

|Wt| =
∫ t

0
sgn (Ws)dWs + Lt.

Wskazówka. Funkcj ↪e x 7→ |x| przybliżyć za pomoc ↪a funkcji fn ∈ C2, których II pochodna
ma postać

f ′′n(x) =


n dla |x| ≤ 1

n − εn,
0 dla |x| ≤ 1

n ,
f ′′n liniowa na pozosta lych przedzia lach,

i jest ona ci ↪ag la na ca lej prostej; ponadto liczby εn s ↪a takie, że limn→∞ nεn = 0.
(b) Wykaż, że istnieje taki ci ↪ag δk → 0, że

Lt = lim
k→∞

1
2δk
|{0 ≤ s ≤ t : |Ws| ≤ δk}| , p.n.

Wskazówka. Teraz przybliż odpowiednio x 7→ |x| od góry.
Proces (Lt) nazywa si ↪e czasem lokalnym procesu Wienera w zerze.
(c) Wywnioskuj st ↪ad, że jeżeli σ(x) = 1 dla x ≥ 0 oraz σ(x) = −1 dla x < 0, to

proces Xt =
∫ t
0 σ(Ws)dWs jest adaptowany do filtracji

(
F |W |t

)
t≥0

.

Uwaga. Dla a ∈ R identycznie pokazuje si ↪e istnienie czasu lokalnego w a: ci ↪ag lego,
niemalej ↪acego procesu (Lat )t≥0, spe lniaj ↪acego

|Wt − a| = |a|+
∫ t

0
sgn (Ws − a)dWs + Lat .



4. Niech (Lat )t≥0 b ↪edzie jak w uwadze z poprzedniego zadania. Wykaż, że Lat rośnie
tylko w punktach t takich, że Wt = a.
Wskazówka. Zastosuj wzór Itô do funkcji f(x) = x2 i semimartynga lów |Wt − a| oraz
Wt − a.


