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VII zestaw zadan, 15 grudnia 2016r.

1. Wykaz, ze réwnanie

dX, = 3X,2dt + 3XPdwW,, Xo=0

ma nieskoriczenie wiele mocnych rozwiazan postaci

o0 0=t<pp
¢ th ﬁ9§t<00,

gdzie 0 < 6 < oo oraz By = inf{s > 0 : Wy = 0}.
2. Korzystajac z twierdzenia Girsanowa, przeprowadz konstrukcje jakiegos stabego

rozwigzania rownania
dX; = (2 +sgn (Xy))dt +dW,, Xo=0.

3. Czas lokalny procesu Wienera w zerze.
(a) Wykaz, ze istnieje ciagly, niemalejacy proces (L)¢>0, dla ktérego

t
W, = / san (W.)dW, + L.
0

Wskazowka. Funkcje x — |z| przyblizyé za pomoca funkcji f, € C?, ktérych II pochodna

ma, postaé
dla |z < L —e,,

n
"z)=14 0 dla |z| < 2,
fV liniowa na pozostatych przedziatach,

i jest ona ciggla na calej prostej; ponadto liczby ¢, sa takie, ze lim,,_.o ne, = 0.
(b) Wykaz, ze istnieje taki ciag dx — 0, ze

1
Ly = lim -—[{0<s<t:|Ws] <o}, pn
k—oo 2(5k

Wskazowka. Teraz przybliz odpowiednio x — |x| od géry.
Proces (L;) nazywa sie czasem lokalnym procesu Wienera w zerze.
(c) Wywnioskuj stad, ze jezeli o(z) = 1 dla > 0 oraz o(z) = —1 dla z < 0, to
proces X; = fg o(Ws)dWy jest adaptowany do filtracji (ft!wl .
>0

Uwaga. Dla a € R identycznie pokazuje si¢ istnienie czasu lokalnego w a: ciaglego,

niemalejacego procesu (L{):>0, spelniajacego

t
Wy —a| = |a| + / sgn (W5 — a)dWs + L.
0



4. Niech (L{);>0 bedzie jak w uwadze z poprzedniego zadania. Wykaz, ze L{ rosnie
tylko w punktach ¢ takich, ze Wy = a.
Wskazéwka. Zastosuj wzér Ito do funkeji f(z) = 22 i semimartyngatéw |W; — a| oraz
Wt — Q.



