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Pó lgrupy zwi ↪azane z procesami Markowa i ich generatory

1. Niech Xt b ↪edzie rodzin ↪a Markowa na dwuelementowej przestrzeni stanów, o
macierzy przej́scia

P t =
1
5

(
3 + 2e−7t 2− 2e−7t

3− 3e−7t 2 + 3e−7t

)
.

Znajdź generator pó lgrupy generowanej przez proces Xt.

2. Generator procesu Wienera. Niech A b ↪edzie generatorem pó lgrupy zwi ↪azanej
z procesem Wienera w Rd. Wykaż, że dla f ∈ C2

u(Rd) mamy f ∈ DA oraz Af = 1
2∆f.

Uwaga. C2
u(Rd) oznacza funkcje klasy C2 : Rd → R ograniczone i jednostajnie ci ↪ag le

wraz ze swoimi pochodnymi do rz ↪edu 2 w l ↪acznie. Wskazówka: wzór Taylora.

3. Rezolwenta jednowymiarowego procesu Wienera. Wykaż, że dla jedno-
wymiarowego procesu Wienera

Rλf(x) =
1√
2λ

∫
R
f(y)e−

√
2λ|x−y|dy, λ > 0.

4. Wykaż, że dla jednowymiarowego procesu Wienera mamy DA = C2
u(R).

5. Generator procesu Ornsteina-Uhlenbecka. Niech Xt = e−tWe2t . Znajdź
Af dla dostatecznie g ladkiej funkcji f.

6. Niech (Wt,Px)t≥0,x∈R b ↪edzie jednowymiarow ↪a rodzin ↪a Wienera. Znajdź generator
infinitezymalny (wraz z dziedzin ↪a) rodzin Markowa:

(a) (|Wt|,Px)t≥0,x≥0 (proces odbity w zerze),
(b) (W τ

t ,Px)t≥0,x≥0, gdzie τ = inf{t ≥ 0 : Wt = 0}, oraz W τ
t = Wt∧τ (proces zabity

w zerze).


