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Mocna w lasność Markowa

1. Dla u latwienia przyjmijmy, że Ω = ET albo Ω = C(T,E) i zdefiniujmy, dla h > 0,
operator przesuni ↪ecia θh : Ω→ Ω (θhω)(t) = ω(t+h) oraz, dla A ∈ F , θ−1h A = {ω ∈ Ω :
θhω ∈ A}, zaś dla ξ : Ω→ E1, θhξ(ω) = ξ(θhω). Pokaż, że:

(a) {θ−1h A : A ∈ FX∞} = FX≥t;
(b) jeżeli ξ : Ω→ E′ jest zmienn ↪a losow ↪a F

X
∞−mierzaln ↪a, to θhξ jest zmienn ↪a losow ↪a

FX≥t−mierzaln ↪a.

2. Niech τ b ↪edzie momentem zatrzymania wzgl ↪edem FWt , który jest skończony
prawie na pewno. Pokaż, że proces (Wt+τ −Wτ )t≥0 jest procesem Wienera niezależnym
od FWτ .

3. Zasada odbicia dla procesu Wienera. Niech Wt b ↪edzie procesem Wienera
startuj ↪acym z zera. Zdefiniujmy, dla a 6= 0,

τa := inf{t ≥ 0 : Wt = a}.

Wykaż, że dla Γ ∈ B(R):
(a) P(τa ≤ u,Wu ∈ Γ) = P(τa ≤ u,Wt ∈ 2a− Γ),
(b) P(τa ≤ u) = 2P(Wt ≥ a) dla a ≥ 0.
(c) Znajdź rozk lad zmiennej losowej sup0≤t≤uWt.

4. Przy oznaczeniach jak wyżej udowodnij, że:
(d) τa ∼ a2τ1,
(e) dla a, b > 0 zachodzi τa+b ∼ τa + τ̃b, gdzie τ̃b to niezależna kopia zmiennej τb,
(f) sτ1 + tτ̃1 ∼ (

√
s+
√
t)2τ1, dla s, t > 0.

5. Za lóżmy, że proses Markowa (Xt)t∈T , z funkcj ↪a przej́scia P ma mocn ↪a w lasność
Markowa wzgl ↪edem (Ft)t∈T . Niech τ b ↪edzie momentem zatrzymania wzgl ↪edem (Ft),
który jest skończony prawie na pewno. Wykaż, że (Xt+τ )t∈T jest procesem Markowa
wzgl ↪edem (Ft+τ )t∈T . Wyznacz jego funkcj ↪e przej́scia.

6. (Wt,Px)t≥0,x∈R jest Wienerowsk ↪a rodzin ↪a Markowa. Niech

τ := inf{t ≥ 0 : Wt = 0},

ponadto oznaczamy W τ
t = Wt∧τ . Udowodnij, że (W τ

t ,Px)t≥0,x∈R jest jednorodn ↪a rodzin ↪a
Markowa. Znajdź jej funkcj ↪e przej́scia.

7. Za lóżmy, że rodzina Markowa (Xt,Px) ma mocn ↪a w lasność Markowa wzgl ↪edem
(Ft), zaś θs s ↪a jej operatorami przesuni ↪ecia. Wykaż, że dla dowolnego A ∈ FX∞ i dla
dowolnego momentu zatrzymania τ, który jest FX∞−mierzalny zachodzi

Px(θ−1τ A|Fτ ) = PXτ (A), p.n. na zbiorze τ <∞.


