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Mocna wlasnosé Markowa

1. Dla ulatwienia przyjmijmy, ze Q = ET albo Q = C(T, E) i zdefiniujmy, dla h > 0,
operator przesuniecia 0, : @ — Q (0pw)(t) = w(t +h) oraz, dla A€ F, 0, 'A={weQ:
Opw € A}, zas dla € : Q — Eq, 0p¢(w) = £(Opw). Pokaz, ze:

(a) {0,'A: Ae FE} = F;

(b) jezeli & : Q — E’ jest zmienna losowa F2 —mierzalna, to 0,¢ jest zmienna losowa
fﬁi —mierzalna.

2. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem F}V, ktéry jest skonczony
prawie na pewno. Pokaz, ze proces (Wi — W )i>0 jest procesem Wienera niezaleznym
od FIV.

3. Zasada odbicia dla procesu Wienera. Niech W; bedzie procesem Wienera
startujacym z zera. Zdefiniujmy, dla a # 0,

To = inf{t > 0: W, = a}.

Wykaz, ze dla I € B(R):
(a) Pt <u, Wy, €T) =P(ry <u,W; € 2a - T),
(b) P(1, < u) =2P(W; > a) dlaa > 0.
(c) Znajdz rozklad zmiennej losowej supg<;<, Ws.

4. Przy oznaczeniach jak wyzej udowodnij, ze:

(d) 74 ~ a7y,

(e) dla a,b > 0 zachodzi 7,44 ~ 74 + Tp, gdzie T, to niezalezna kopia zmiennej 73,
(f) s71 +t71 ~ (/5 4+ V)%, dla s,t > 0.

5. Zalézmy, ze proses Markowa (Xy)ier, z funkcja przejscia P ma mocna wlasnosé
Markowa wzgledem (F;)ier. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem (F;),
ktéry jest skoriczony prawie na pewno. Wykaz, ze (Xiy;)ier jest procesem Markowa
wzgledem (Fiir)ter. Wyznacz jego funkcje przejscia.

6. (Wi, Py)i>04er jest Wienerowska rodzing Markowa. Niech
7:=inf{t > 0: W, =0},

ponadto oznaczamy W] = Wi,. Udowodnij, ze (W[, P )i>0,zcr jest jednorodna rodzing
Markowa. Znajdz jej funkcje przejscia.

7. Zalézmy, ze rodzina Markowa (X;,P,) ma mocna wlasno$é Markowa wzgledem
(Fi), zaé O sa jej operatorami przesuniecia. Wykaz, ze dla dowolnego A € FX i dla
dowolnego momentu zatrzymania 7, ktéry jest FX —mierzalny zachodzi

P.(0;'A|F,;) = Px (A), pmn. na zbiorze 7 < oo.



