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Proces Poissona

W poniższych zadaniach Nt oznacza proces Poissona z intensywności ↪a λ > 0.

1. Oblicz P(N1 = 1, N2 = 4, N3 = 4), P(N1 = N2) oraz P(N1 = N3 < N4).

2. Udowodnij, że z prawdopodobieństwem 1 trajektorie procesu Poissona s ↪a niema-
lej ↪ace, przyjmuj ↪a wartości z Z+, maj ↪a wszystkie skoki równe 1 i d ↪aż ↪a do nieskończoności
gdy t→∞.

3. Wykaż, że moment pierwszego skoku procesu Poissona

τ1 := inf{t ≥ 0 : Nt > 0}

jest zmienn ↪a losow ↪a o rozk ladzie wyk ladniczym z parametrem λ.

4. Niech
τk := inf{t ≥ 0 : Nt = k}

b ↪edzie momentem k−tego skoku procesu Poissona. Wykaż, że odst ↪epy mi ↪edzy kolejnymi
skokami:

ρ1 = τ1, ρ2 = τ2 − τ1, ρ3 = τ3 − τ2, ...

s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o wspólnym rozk ladzie wyk ladniczym z parame-
trem λ.

Uwaga. Zadania 3–5 pokazuj ↪a, że proces Poissona zdefiniowany aksjomatycznie ma w
istocie reprezentacj ↪e tak ↪a, jak w Twierdzeniu 1 z wyk ladu.

5. Oblicz (oznaczenia jak w zadaniu 4):
(a) Eτ3,
(b) E(τ6|N3 = 4),
(c) E(N5|N2 = 2),
(d) E(N3|N5 = 4).

6. Udowodnij, że limt→∞
Nt
t = λ prawie na pewno.

7. Niech N
(1)
t i N (2)

t b ↪ed ↪a niezależnymi procesami Poissona. Wykaż, że

Nt := N
(1)
t +N

(2)
t

również jest procesem Poissona.



8. Niech N
(1)
t i N (2)

t b ↪ed ↪a niezależnymi procesami Poissona z parametrem λ. Czy
proces Xt = max{N (1)

t , N
(2)
t } jest także procesem Poissona?

9. Liczba wyświetleń pewnej strony internetowej do chwili t, oznaczana Nt, jest pro-
cesem Poissona z intensywności ↪a λ > 0. Każde wyświetlenie z prawdopodobieństwem p
jest dokonywane spoza Polski (niezależnie od innych wyświetleń, i niezależnie od procesu
N). Niech N (1)

t b ↪edzie liczb ↪a wyświetleń strony spoza Polski, a N (2)
t – liczb ↪a wyświetleń

strony z Polski. Wykaż, że N (1)
t i N (2)

t s ↪a niezależnymi procesami Poissona.


