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1. Niech f ∈ C2
c (R), ρ > 0 – pewna st ↪a la rzeczywista. Znajdź rozwi ↪azanie u(t, x)

problemu Cauchy’ego
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, t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = f(x).

2. Niech (Wt,Px)x∈R2,t≥0 b ↪edzie rodzin ↪a Wienera w R2, zaś D wn ↪etrzem k ↪ata w
R2 o rozwartości α. Przez τ = τD oznaczamy pierwszy moment wyj́scia ze zbioru D.
Udowodnij, że:

(a) jeżeli α < π
2 , to Exτ <∞ dla dowolnego x ∈ D,

(b) jeżeli α ≥ π
2 , to Exτ =∞ dla dowolnego x ∈ D.

Wskazówki. (a) Rozpatrzyć funkcj ↪e h(r, ϕ) = r2 sin(ρ(α + ε − ϕ)) we wspó lrz ↪ednych
biegunowych. (b) Przyj ↪ać α = π

2 i z zasady odbicia oszacować ogon τ.

3. Niech (Xt,Px)x∈R,t≥0 b ↪edzie jednowymiarowym procesem dyfuzji, ze wspó lczyn-
nikiem dyfuzji a i wspó lczynnikiem dryfu b (obie funkcje ci ↪ag le), przy czym a(x) > 0
dla każdego x ∈ R. Niech D = (α, β), τ – pierwszy moment wyj́scia z D. Wykaż, że
Exτ <∞ i oblicz Px[Xτ = α] dla x ∈ D.

4. Niech (Wt,Px)x∈Rd,t≥0 b ↪edzie rodzin ↪a Wienera w Rd. Niech D b ↪edzie kul ↪a o
środku w zerze i promieniu R, τ – pierwszym momentem wyj́scia z D. Dla x ∈ D oblicz
Exτ.

5. (j ↪adro Poissona dla pó lprzestrzeni) Niech D = {(x1, ..., xd) : xd > 0} b ↪edzie
pó lprzestrzeni ↪a w Rd, d ≥ 2. Wyznacz j ↪adro Poissona dla D, tzn. tak ↪a funkcj ↪e h(x, y),
x ∈ D, y ∈ ∂D, że każde ograniczone rozwi ↪azanie u zagadnienia Dirichleta
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∆u(x) = 0, x ∈ D,

u(x) = f(x), x ∈ ∂D

jest postaci u(x) =
∫
∂D f(y)h(x, y) dy, gdzie f : ∂D → R jest dowoln ↪a funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a i

ograniczon ↪a.


