Procesy Stochastyczne 2016/2017
X zestaw zadan, 26 stycznia 2017r.

1. Niech f € C%(R), p > 0 — pewna stala rzeczywista. Znajdz rozwiazanie u(t, x)
problemu Cauchy’ego

ou 1 0% ou
EZQ@_O&J}%’ t>0,$ER,

u(0,z) = f(x).

2. Niech (Wi, Py) er2 >0 bedzie rodzina Wienera w R2, za$§ D wnetrzem kata w
R? o rozwartosci .. Przez T = 7Tp oznaczamy pierwszy moment wyjscia ze zbioru D.
Udowodnij, ze:

(a) jezeli a < 7§, to E,7 < oo dla dowolnego = € D,

(b) jezeli a > 7, to E,7 = oo dla dowolnego x € D.
Wskazowki. (a) Rozpatrzyé funkcje h(r, o) = r?sin(p(a + € — ¢)) we wspétrzednych

biegunowych. (b) Przyja¢ a = 7 i z zasady odbicia oszacowa¢ ogon 7.

3. Niech (X¢,P;)zecr >0 bedzie jednowymiarowym procesem dyfuzji, ze wspélczyn-
nikiem dyfuzji a i wspélczynnikiem dryfu b (obie funkcje ciagle), przy czym a(x) > 0

dla kazdego x € R. Niech D = («, ), 7 — pierwszy moment wyjscia z D. Wykaz, ze
E,7 < 00 i oblicz P,[X; = o] dla z € D.

4. Niech (Wi, Py),cpa >0 bedzie rodzing Wienera w R?. Niech D bedzie kula o
Srodku w zerze i promieniu R, 7 — pierwszym momentem wyjscia z D. Dla x € D oblicz
E,.T.

5. (jadro Poissona dla pétprzestrzeni) Niech D = {(z1,...,x4) : 4 > 0} bedzie
pélprzestrzenia w RY, d > 2. Wyznacz jadro Poissona dla D, tzn. taka funkcje h(z,v),
x € D,y € 0D, ze kazde ograniczone rozwiazanie u zagadnienia Dirichleta

%Au(aﬁ) =0, ze€D,
u(z) = f(x), xe€dD

jest postaci u(x) = [, f(y)h(z,y)dy, gdzie f : 9D — R jest dowolna funkcja ciagla i
ograniczona.



