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0. Zadanie nr 7 z zestawu VII.

1. Prosz ↪e wykazać, że jeżeli 0 < t1 < ... < tm < T, ξj jest zmienn ↪a lodow ↪a
Ftj−mierzaln ↪a i ca lkowaln ↪a z kwadratem, to proces X =

∑m−1
j=1 ξj1(tj ,tj+1] należy do

L2
T , a ponadto ∫ t

0
XdW =

m−1∑
j=1

ξj(Wtj+1∧t −Wtj∧t).

2. Prosz ↪e wykazać, że jeżeli X ∈ L2
T , 0 ≤ s ≤ t ≤ T oraz ξ jest ograniczon ↪a zmienn ↪a

losow ↪a Fs−mierzaln ↪a, to ξX1(s,t] ∈ L2
T oraz

∫ t
s ξXdW = ξ

∫ t
s XdW, gdzie

∫ t
s XdW

definiujemy jako
∫ T
0 1(s,t]XdW.

3. Niech T < ∞. Za lóżmy, że proces X należy do L2
T i jest ci ↪ag ly w L2(Ω). Prosz ↪e

wykazać, że dla dowolnego ci ↪agu podzia lów πn = {t(n)
0 , ...t

(n)
kn
} odcinka [0, T ) takiego, że

diam (πn)→ 0 zachodzi

kn−1∑
j=0

Xtj

(
W

t
(n)
j+1∧t

−W
t
(n)
j ∧t

)
→
∫ t

0
Xs dWs

w przestrzeni M2,c
T .

4. Prosz ↪e wykazać, że dla X ∈ L2
T proces Mt =

(∫ t
0 XsdWs

)2
−
∫ t
0 X

2
s ds jest

martynga lem.

5. Niech X,Y ∈ L2
T . Dla s, t ≤ T prosz ↪e wyznaczyć Cov

(∫ t
0 XudWu,

∫ s
0 XudWu

)
.

6. Bezpośrednio z definicji prosz ↪e wyznaczyć
∫ t
0 Ws dWs.


