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1. Niech T'= R4 lub T' = Z4, a (X¢)ier jest procesem adaptowanym do (Fi)ier,
catkowalnym, prawostronnie ciaglym w przypadku czasu ciaglego. Pokazac, ze

(a) (Xy, Fi)ier jest martyngalem wzgledem (Fi)ier wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego t € T i dla kazdego ograniczonego momentu zatrzymania 7 takiego, ze 7 > ¢
zachodzi EX,; = EXy;

(b) (X¢, Fi)ter jest nadmartyngatem wzgledem (F;)ier wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego t € T i dla kazdego momentu zatrzymania 7 przyjmujacego skonczenie wiele
wartosci i takiego, ze 7 > t zachodzi EX, < EXj,.

2. (Xy, Fi)ter jest martyngaltem, za$ 7 — momentem zatrzymania wzgledem filtracji
(Fi)ter. Pokazaé, ze X7 := (Xinr)ter jest martyngalem wzgledem tej smej filtracji.
Wskazowka: skorzystaé z poprzedniego zadania.

3. (prawo iterowanego logarytmu dla procesu Wienera) Udowodnié, Ze p.n.
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lim sup ——t =1
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Sugerowany schemat dowodu. Dla t > 10 oznaczmy h(t) = v2tInlnt.
1) Dla ustalonych 6 > 1 i u? > 0 wykazaé, ze

ZP[ sup Wi > uh(6™)] < oo.
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2) Wywnioskowa¢ stad, ze limsup, .. W;/h(t) < w p.n., a nastepnie ze
limsup,_, .o Wi/h(t) <1 p.n.

3) Wykorzystujac oszacowanie dla calek: dla a > 0

a a3 a a

pokazac¢ ze dla 6 > 1iu<1

> P[Won — Wour > uy/1—1/0 - h(6")] = oc.

4) Uzywajac 2) i 3) pokazaé, ze limsup,_,., Wi/h(t) > uy/1—1/0 — (v/0)~! pn. i
wywnioskowaé stad teze.
4. Pokazaé, ze jezeli T jest momentem zatrzymania wzgledem (F}V);> takim, ze
Er < oo, to EW, = 0 oraz EW? = E7.
Wsk. Rozpatrzyé martyngat W2 — t, zastosowaé twierdzenie Dooba o stopowaniu do

;. n—oo
T An, pokazaé ze Wrn,  — Wy w L2,

5. Wykazaé, ze dla dowolnych dodatnich ¢, a,b
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Wskazowka. Skorzystaé z tego, ze M} = exp ()\Wt — %) jest martyngatem ¢ z nierownosci

Dooba.
6. Dla a # 0 niech 7, = inf{t > 0 : W; = a}. Wyznaczy¢ transformate Laplace’a

zmiennej losowej 7, czyli Ee ™, A > 0.
Wskazowka. Uzyé martyngatow eksponencjalnych i twierdzenia o stopowaniu.

7. Niech o, > 0. Zdefiniujmy 7 = inf{t > 0 : |W;| = ay/t + [}. Pokazaé, ze
o?B

ET < oo wtedy i tylko wtedy, gdy a < 1, i ze w tym przypadku ET = =—55.




