Wstep do Analizy Stochastycznej 2016,/20171, VI seria zadan
0. Zadania 6, 7 z serii nr 5.

1. (a) Jezeli f : R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz f, f', f” sa ograniczone,
to

M; = F0) = 10%0) = 5 [ (W)

jest martyngatem wzgledem filtracji (F}V).

(b) Niech teraz (W;) oznacza d—wymiarowy proces Wienera. Jesli f : R — R jest
ograniczona, dwukrotnie rézniczkowalna i ma wszystkie pochodne czastkowe stopnia
mniejszego lub rownego 2 ograniczone, to

1 t
My = FW) = F) = 5 [ Arvia

jest martyngatem wzgledem filtracji (F}V).

2. Pokaz, ze martyngal eksponencjalny M} := exp(A\W; — %)\215) jest zbiezny p.n.,
gdy t — oco. Czy jest on zbiezny w L'?

3. (martyngalowy dowéd mocnego prawa wielkich liczb) Zmienne losowe
(&)i=12,.. sa i.i.d, o skoinczonej wartosci oczekiwanej. Definiujemy:

X=X X1, X, ).

Pokazaé, ze (X_p, F_pn)—n=—1,—2,.. jest martyngatem (jest to tzw. “martyngal z czasem
odwréconym”). Wyprowadzi¢ stad mocne prawo wielkich liczb.
Wskazowka. W zbiorze indeksow T dla tego martyngatu wystepuje element najwiekszy.

4. Niech (W4)¢>0 bedzie procesem Wienera w R oraz
To:=inf{t >0: Wy =a}, 7,=inf{t >0: |W;| =a}.

Uzywajac martyngatéw Wy, W2 — t udowodnij, ze:
(a) 74 < 00, p.n., a € R;
(b) P(1, < 7—p) = aLer, a,b > 0;
(c) Er, = a? dlaa > 0;
(d) Etqg A T—p = ab, dla a,b > 0;
(e) Er, = o0, dla a # 0.



