
Wst ↪ep do Analizy Stochastycznej 2016/2017l, VI seria zadań

0. Zadania 6, 7 z serii nr 5.

1. (a) Jeżeli f : R→ R jest dwukrotnie różniczkowalna oraz f, f ′, f ′′ s ↪a ograniczone,
to

Mt = f(Wt)− f(W0)− 1
2

∫ t

0
f ′′(Wu)du

jest martynga lem wzgl ↪edem filtracji (FWt ).
(b) Niech teraz (Wt) oznacza d−wymiarowy proces Wienera. Jeśli f : Rd → R jest

ograniczona, dwukrotnie różniczkowalna i ma wszystkie pochodne cz ↪astkowe stopnia
mniejszego lub równego 2 ograniczone, to

Mt = f(Wt)− f(W d
0 )− 1

2

∫ t

0
∆f(W d

u )du

jest martynga lem wzgl ↪edem filtracji (FWt ).

2. Pokaż, że martynga l eksponencjalny Mλ
t := exp(λWt − 1

2λ
2t) jest zbieżny p.n.,

gdy t→∞. Czy jest on zbieżny w L1?

3. (martynga lowy dowód mocnego prawa wielkich liczb) Zmienne losowe
(ξi)i=1,2,... s ↪a i.i.d, o skończonej wartości oczekiwanej. Definiujemy:

X−n =
ξ1 + ...+ ξn

n
, F−n = σ(X−n, X−n−1, X−n−2, ...).

Pokazać, że (X−n,F−n)−n=−1,−2,... jest martynga lem (jest to tzw. “martynga l z czasem
odwróconym”). Wyprowadzić st ↪ad mocne prawo wielkich liczb.
Wskazówka. W zbiorze indeksów T dla tego martynga lu wyst ↪epuje element najwi ↪ekszy.

4. Niech (Wt)t≥0 b ↪edzie procesem Wienera w R oraz

τa := inf{t > 0 : Wt = a}, τ̂a = inf{t > 0 : |Wt| = a}.

Używaj ↪ac martynga lów Wt,W
2
t − t udowodnij, że:

(a) τa <∞, p.n., a ∈ R;
(b) P(τa < τ−b) = b

a+b , a, b > 0;
(c) Eτ̄a = a2 dla a ≥ 0;
(d) Eτa ∧ τ−b = ab, dla a, b > 0;
(e) Eτa =∞, dla a 6= 0.


