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1. τ, σ s ↪a momentami zatrzymania wzgl ↪edem filtracji (Ft)t∈T . Które z poniższych
funkcji s ↪a momentami zatrzymania (wzgl ↪edem tej samej filtracji): τ ∧ σ, τ ∨ σ, τ + σ,
τ2, τ − σ?

2. Niech (Ft)t∈T b ↪edzie filtracj ↪a, τ momentem zatrzymania wzgl ↪edem (Ft) przyj-
muj ↪acym przeliczalnie wiele wartości, a X−procesem adaptowanym do Ft (o wartościach
w R albo w Rd). Oznaczmy przez (tk)k=1,2,... wszystkie skończone wartości τ i przyj-
mijmy

Xτ (ω) =
∞∑
k=0

Xtk(ω) · 1{τ=tk}(ω).

Sprawdzić bezpośrednio, że Xτ jest Fτ−mierzalna (tzn. wykazać, że zbiory X−1
τ (B),

B ∈ B(R) (albo B ∈ B(Rd) należ ↪a do σ−cia la Fτ .
3. Niech (Xt)t≥0 b ↪edzie procesem adaptowanym do (Ft)t≥0, prawostronnie ci ↪ag lym.

Udowodnić, że X jest progresywnie mierzalny (to samo jest prawd ↪a dla procesu lewo-
stronnie ci ↪ag lego).
Wskazówka: dla danego t > 0 rozważyć procesy schodkowe:

X(n)
s (ω) =


X0(ω) dla s = 0,
Xk/2n(ω) dla s ∈ (k−1

2n ,
k
2n ], k = 1, 2, ..., [2nt],

Xt(ω) dla s ∈ ( [2nt]
2n , t].

Jakich procesów schodkowych użyć w przypadku lewostronnie ci ↪ag lym?
4. Niech (Mt,Ft)t∈T b ↪edzie martynga lem ca lkowalnym z kwadratem (tzn. dla

każdego t ∈ T mamy EM2
t <∞. Pokazać, że (Mt) ma nieskorelowane przyrosty.

5. X i Y s ↪a dwoma niezależnymi procesami Wienera (tzn. Z = (X,Y ) jest procesem
Wienera w R2. Pokazać, że nast ↪epuj ↪ace procesy s ↪a martynga lami wzgl ↪edem (FZt )t≥0:

(a) X2
t − Y 2

t ,
(b) XtYt,
(c) tXt −

∫ t
0 Xs ds (jest to zwyczajna ca lka Riemanna funkcji ci ↪ag lej).

6. Wykazać, że dla dowolnego λ ∈ R proces Mt = eλWt−λ
2

2
t jest martynga lem

wzgl ↪edem (FWt )t≥0.

7. Niech T = R+ lub T = Z+, a (Xt)t∈T jest procesem adaptowanym do (Ft)t∈T ,
prawostronnie ci ↪ag lym w przypadku czasu ci ↪ag lego. Pokazać, że

(a) (Xt,Ft)t∈T jest martynga lem wzgl ↪edem (Ft)t∈T wtedy i tylko wtedy, gdy dla
każdego t ∈ T i dla każdego ograniczonego momentu zatrzymania τ takiego, że τ ≥ t
zachodzi EXτ = EXt;

(b) (Xt,Ft)t∈T jest nadmartynga lem wzgl ↪edem (Ft)t∈T wtedy i tylko wtedy, gdy dla
każdego t ∈ T i dla każdego momentu zatrzymania τ przyjmuj ↪acego skończenie wiele
wartości i takiego, że τ ≥ t zachodzi EXτ ≤ EXt.


