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1. 7,0 sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F;)ier. Ktére z ponizszych
funkcji sa momentami zatrzymania (wzgledem tej samej filtracji): 7 Ao, 7V o, T + o,
2 1 —0o?

2. Niech (F})ier bedzie filtracja, 7 momentem zatrzymania wzgledem (F;) przyj-
mujacym przeliczalnie wiele wartosci, a X —procesem adaptowanym do F; (o wartosciach
w R albo w RY). Oznaczmy przez (tg)r—1.2.. wszystkie skoiczone wartosci 7 i przyj-

mijmy
Xo(w) =D Xpo (W) - Lpmgyy (W),
k=0

Sprawdzi¢ bezposrednio, ze X, jest F,—mierzalna (tzn. wykazaé, ze zbiory X -1(B),
B € B(R) (albo B € B(R?) naleza do o—ciala F;.

3. Niech (X¢)i>0 bedzie procesem adaptowanym do (F);>0, prawostronnie ciagtym.
Udowodnié, ze X jest progresywnie mierzalny (to samo jest prawda dla procesu lewo-
stronnie ciaglego).

Wskazowka: dla danego t > 0 rozwazy¢ procesy schodkowe:

Xo(w) dla s =0,

XM (W) =q Xipn(w) dlase (G 50, k=1,2,...,[21],
Xi(w)  dlase (244

Jakich proceséw schodkowych uzy¢ w przypadku lewostronnie ciagtym?

4. Niech (M, Fi)ier bedzie martyngalem catkowalnym z kwadratem (tzn. dla
kazdego t € T mamy EM? < co. Pokazaé, ze (M;) ma nieskorelowane przyrosty.

5. X 1Y sa dwoma niezaleznymi procesami Wienera (tzn. Z = (X,Y) jest procesem
Wienera w R2. Pokazaé, ze nastepujace procesy sa martyngatami wzgledem (F7 )t>0:

(a) X7 — Y7,

(b) X:Y3,

(c) tX; — fot Xsds (jest to zwyczajna calka Riemanna funkcji ciaglej).

2
AW =2 ¢ jest martyngalem

6. Wykazaé, ze dla dowolnego A € R proces M; = e
wzgledem (FV)i>o0.
7. Niech T'= R4 lub T' = Z, a (X¢)ier jest procesem adaptowanym do (Fi)ier,
prawostronnie ciagtym w przypadku czasu ciggltego. Pokazaé, ze
(a) (Xt, F)ier jest martyngalem wzgledem (Fi)ier wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego ¢t € T i dla kazdego ograniczonego momentu zatrzymania 7 takiego, ze 7 > ¢
zachodzi EX,; = EXy;
(b) (X, Fi)ter jest nadmartyngatem wzgledem (F;)icr wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego t € T i dla kazdego momentu zatrzymania 7 przyjmujacego skonczenie wiele
wartosci i takiego, ze 7 > t zachodzi EX, < EXj,.



