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1. (ulamkowy ruch Browna) Ulamkowym ruchem Browna nazywamy proces
gaussowski, dla ktérego m(t) = 0 i E|X; — X,|? = |t — s|?H, gdzie ustalone H € (0,1)
to tzw. wykladnik Hursta (korzystajac z ogdlnej teorii proceséw gaussowskich mozna
wykazaé, ze taki proces istnieje). Udowodnié, ze proces ten ma modyfikacje o ciaglych
trajektoriach. Dla jakich v > 0 posiada on modyfikacje o trajektoriach hélderowskich z
wyktadnikiem ~7

2. W chwili poczatkowej ty = 0 czastka rozpoczyna po osi z ruch jednostajny w
prawo z predkoscia 1. W momencie ¢ = 1 rzucamy moneta. Jezeli wypadnie reszka,
to czastka zawraca i porusza sie od tego czasu w lewo (jezeli wypadnie orzel, to dalej
porusza sie w prawo). Oznaczmy przez X; potozenie czastki w chwili ¢, a przez (.7-",5X )t>0
naturalng filtracje zwiazang z procesem X, tzn. ftX = o{Xs : s < t}. Pokazaé, ze
(F =0 # (FF)ixo0-

3. Pokazaé, ze dla procesu (X;);>0 o przyrostach niezaleznych i prawostronnie
ciaglych trajektoriach, dla 0 < s < ¢ zmienna losowa X; — X jest niezalezna od o—ciala
]:S)i. Wskazowka: najpierw pokazaé, ze dla kazdej funkcji f € CB(R) otaz zbioru
A € FX zachodzi E(f(X; — X)14) = E(f(X¢ — X,))P(A).

4. (Fi)e>o jest filtracja w pewnej przestrzeni probabilistycznej.
(a) Pokazaé, ze dla kazdego t > 0

(Fis) = (F)+-

(b) Pokazaé, ze jezeli dla dowolnych t > 01 A € Fio zachodzi P(A|F;) = P(A[F)
p.n., to filtracja (F¢)i>0 jest prawostronnie ciagla.
Wskazéwka. Pokazaé, ze w tym przypadku F;, C F;.

5. Niech X bedzie procesem o przyrostach niezaleznych i p.n. prawostronnie ciggtych
trajektoriach. Pokazaé¢, ze filtracja (FiX)i>0 jest prawostronnie ciagta.
6. Niech T'=[0,00), A € F oraz X; = (t—1)+14.
(a) Wyznaczyé FiX.
(b) Niech 7 = inf{t > 0 : X; > 0}. Czy 7 jest momentem zatrzymania wzgledem
filtracji (F;¥);? Czy jest momentem zatrzymania wzgledem (F:X).?

7. (Xi)i>0 jest procesem o wartoiciach w RY, adaptowanym do filtracji (F;)i>0, 0
ciaglych trajektoriach. Niech A C RY bedzie zbiorem otwartym. Pokazaé, ze Ty =
inf{t > 0: X; € A} jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji (Fi1)¢>o0.
Wskazowka: wystarczy rozpatrywaé zbiory {T'4 < t}.



