Wstep do Analizy Stochastycznej 2016/20171, II seria zadan

1. Wykazaé, ze w przestrzeni X = C = C([0, 1], R) z metryka

lz —yll = sup |z(t) —y(t)]
te(0,1]
o—cialo zbioréow borelowskich i o—ciato zbioréw cylindrycznych pokrywaja sie.
Wskazéwka: przestrzen C jest osrodkowa.

2. Niech T bedzie zbiorem nieprzeliczalnym. Udowodnié, ze jezeli A € B(RT), to
istnieje ciag t1,to,... C T oraz zbiér B € B(R(tl’tz"")) takie, ze

A={z: (z(tr), z(t2),...) € BY.

3.(c.d.) Niech T' = [0,1]. Pokazaé, ze nastepujace zbiory nie naleza do o—ciala
zbioréw cylindrycznych:
(a) Ay = {x : supgyeq z(t) < 4},
(b) A2 = {[E : limt_>0 .%'(t) = 0},
(¢) Az = {x : t > z(t) jest ciagle w punkcie 1/2}.

4. Udowodnié, ze istnieje proces startujacy z 0, o przyrostach niezaleznych i stacjonar-
nych, Xy = 0, taki, ze dla t > s przyrost X; — X ma symetryczny rozkltad Cauchy’ego
z parametrem (¢ — s). Proces ten nazywa si¢ procesem 1-stabilnym lub procesem Cau-
chy’ego.

Przypomnienie. Symetryczny rozklad Cauchy’ego z parametrem a > 0 to rozklad o
gestodei f(z) =1 242 TER

5. Udowodnié¢, ze nie istnieje proces startujacy z 0, o przyrostach niezaleznych i
stacjonarnych, Xo = 0, taki, ze dla t > s przyrosty X; — X, maja rozklad exp(t — s).

6. Wykaz, ze trajektorie ruchu Browna nie sa %fhélderowskie na zadnym odcinku,

tzn.
P[3[a,b] C Ry : W, jest 3-hélderowska na [a,b]] =0

Wskazéwka: dla ustalonego odcinka [a,b] podzieli¢ go na n réwnych czesci i rozwazy¢
przyrosty.

7. Proces X jest modyfikacja procesu Wienera. Ktére z nastepujacych wlasnosci sa
spetione dla X :
(a) niezaleznosé przyrostow,
(b) stacjonarnosé¢ przyrostow,
(c) ciagtosé traJektorn
(d) hmt_)Oo =t =0 p.n,,
(e) limy_ oo & =0 wedlug prawdopodobienstwa.



