
Wst ↪ep do Analizy Stochastycznej 2016/2017l, XII seria zadań

1. Za pomoc ↪a wzoru Itô (dwuwymiarowego) wykazać, że nast ↪epuj ↪ace procesy s ↪a
martynga lami:

(a) Xt = e
1
2
t cos(Wt),

(b) Xt = e
1
2
t sin(Wt),

(c) Xt = (Wt + t)e−Wt− 1
2
t.

2. Niech λ ∈ R. Pokazać, że proces Xt = eλWt−λ
2

2
t spe lnia równanie

dXt = λXt dWt, X0 = 1

(tzn. Xt = 1 +
∫ t
0 λXsdWs). Wykazać, że równanie to ma dok ladnie jedno rozwi ↪azanie.

Wsk. Rozważyć Y – inne rozwi ↪azanie tego równania. Za pomoc ↪a wzoru Ito obliczyć Yt
Xt
.

3. Uogólnienie. Za lóżmy, że Z ∈ Λ2
∞. Pokazać, że proces

Xt = e
∫ t
0 ZsdWs− 1

2

∫ t
0 Z

2
s ds

spe lnia równanie

dXt = ZtXt dWt, X0 = 1.

Analogicznie jak wyżej, pokazać że rozwi ↪azanie to jest jedyne.

4. Niech D ⊂ Rd b ↪edzie niepustym obszarem ograniczonym, h : Rd → R – funkcj ↪a
harmoniczn ↪a w D i tak ↪a, że u ∈ C2(D). Oznaczmy przez W proces Wienera w Rd. Dla
ustalonego x ∈ D niech τ = inf{t : Wt + x /∈ D}. Pokazać, że (h(Wt∧τ + x))t≥0 jest
martynga lem.
Wsk. Zastosować wzór Ito do h(Wt + x).

5. [Martynga l lokalny, który nie jest martynga lem]. NiechW b ↪edzie procesem
Wienera w R3, zaś a ∈ R3, a 6= 0 – ustalonym punktem.

a) Pokazać, że
(

1
|Wt−a|

)
t≥0

jest jednostajnie ca lkowalnym martynga lem lokalnym

(jest wi ↪ec nadmartynga lem, bo jest nieujemny), ale nie jest martynga lem (wzgl ↪edem
filtracji (FWt )t≥0).

b) Pokazać, że: P[∃tWt = a] = 0.
c) Pokazać, że limt→∞ |Wt| =∞ p.n.

Wsk. Zdefiniować τn = inf{t : |Wt − a| = 1
n}, σn = inf{t : |Wt − a| = n}, skorzystać

z tego, że funkcja x → 1
|x−a| jest harmoniczna w R3 \ {a}, zadania 4, twierdzenia o

stopowaniu martynga lów.

6. [ proces Bessela]. Niech Wt = (W (1)
t , ...,W

(d)
t ) b ↪edzie d−wymiarowym pro-

cesem Wienera, d ≥ 2, natomiast Rt = ‖Wt‖ =
√

(W (1)
t )2 + ...+ (W (d)

t )2. Proces Rt
nazywamy d−wymiarowym procesem Bessela.



(a) Pokazać, że

Bt =
d∑
j=1

∫ t

0

W
(j)
s

Rs
dW (j)

s

jest jednowymiarowym procesem Wienera.
(b) Wykazać, że Rt spe lnia nast ↪epuj ↪ace równanie stochastyczne:

Rt =
∫ t

0

(d− 1)
2Rs

ds+Bt, R0 = 0.

7. Niech (W (1),W (2),W (3)) b ↪edzie trójwymiarowym procesem Wienera oraz

Xt =
∫ t

0
sin(W (3)

s )dW (1)
s +

∫ t

0
cos(W (3)

s )dW (2)
s .

Wykazać, że X jest procesem Wienera.

8. Znaleźć jawn ↪a postać rozwi ↪azania równania

dXt =
(√

1 +X2
t +

1
2
Xt

)
dt+

(√
1 +X2

t

)
dWt, X0 = 0.

Wsk.: Rozważyć f(x) = ln(
√

1 + x2 + x), obliczyć f ′(x).

9. Wykazać, że rozwi ↪azanie stochastycznego równania stochastycznego

dXt = e−XtdWt −
1
2

e−2Xtdt

eksploduje w skończonym czasie. Wsk. Rozważyć proces Yt = eXt .


