Wstep do Analizy Stochastycznej 2016/20171, XII seria zadan

1. Za pomoca wzoru It6 (dwuwymiarowego) wykazaé, ze nastepujace procesy sa
mar‘cynga][ami:1

(a) X; = e2' cos(W,),

(b) X; = e2!sin(W}),

(c) X = (Wi +t)e_Wt_%t.

. , . a2 . .
2. Niech X € R. Pokazaé, ze proces X; = e""Vt~ 2! gpelnia réwnanie

AX, = \X; dW;, Xp=1

(tzm. Xy =1+ fg AXdWy). Wykazaé, ze réwnanie to ma doktadnie jedno rozwiazanie.
Wsk. Rozwazy¢ Y — inne rozwiazanie tego réwnania. Za pomoca wzoru Ito obliczy¢ %

3. Uogdlnienie. Zalézmy, ze Z € A% . Pokazaé, ze proces
X, = olo ZsdWs—3 [§ Z2 ds
spelnia réwnanie
dX; = Z; X dWy, Xo=1.

Analogicznie jak wyzej, pokazaé ze rozwiazanie to jest jedyne.

4. Niech D C R? bedzie niepustym obszarem ograniczonym, h : R — R — funkcja
harmoniczna w D i taka, ze u € C?(D). Oznaczmy przez W proces Wienera w R?. Dla
ustalonego x € D niech 7 = inf{t : Wy + x ¢ D}. Pokazaé, ze (h(Winr + x))i>0 jest
martyngalem.

Wsk. Zastosowaé wzér Ito do h(W; + x).

5. [Martyngal lokalny, ktéry nie jest martyngalem]. Niech W bedzie procesem
Wienera w R3, za$ a € R?, a # 0 — ustalonym punktem.

a) Pokazaé, ze <m> . jest jednostajnie calkowalnym martyngatem lokalnym
t>

(jest wiec nadmartyngatem, bo jest nieujemny), ale nie jest martyngatem (wzgledem
filtracji (FV)i>0)-

b) Pokazaé, ze: P[3;W; = a] = 0.

c¢) Pokazaé, ze limy_,~ |W;| = 0o p.n.
Wsk. Zdefiniowaé 7, = inf{t : [W; —a| = 1}, 05, = inf{t : |W; — a| = n}, skorzystaé
z tego, ze funkcja r — Iﬂc%al jest harmoniczna w R? \ {a}, zadania 4, twierdzenia o
stopowaniu martyngaltow.

6. [ proces Bessela]. Niech W, = (Wt(l), ...,Wt(d)) bedzie d—wymiarowym pro-
cesem Wienera, d > 2, natomiast R, = [|[Wy|| = \/(I/Vt(l))2 + . F (Wt(d))Q. Proces R;

nazywamy d—wymiarowym procesem Bessela.




(a) Pokazaé, ze

d rt w9

-

Bt:i / s d[)[fs(ﬂ)
jmido K

jest jednowymiarowym procesem Wienera.
(b) Wykazaé, ze R; spelia nastepujace réwnanie stochastyczne:

f(d-1)
R:/ ds+ By, Ry=0.
t . 2R, t

7. Niech (W(l), w®), W(?’)) bedzie tréjwymiarowym procesem Wienera oraz
t t
X = / sin(WE)dw +/ cos(WE)dw?,
0 0
Wykazaé, ze X jest procesem Wienera.

8. Znalez¢ jawna posta¢ rozwiazania rownania

dX; = <\/1 + X2+ ;Xt> dt + <w/1 +XE> dW;, X, =0.
Wsk.: Rozwazyé f(z) = In(v/1 + 22 + x), obliczyé f'(z).
9. Wykazaé, ze rozwiazanie stochastycznego réwnania stochastycznego
dX; = e XtdW; — %e*”{tdt

eksploduje w skoniczonym czasie. Wsk. Rozwazy¢ proces Y; = eXt.



