
Wst ↪ep do Analizy Stochastycznej 2016/2017l, XI seria zadań

0. Zadania 5 i 6 z serii X.

1. Niech M,N ∈Mc
T,loc, X ∈ Λ2

T (M), Y ∈ Λ2
T (N).

(a) Pokazać, że dla 0 < t < T〈∫
XdM,

∫
Y dN

〉
t

=

∫ t

0
XsYsd〈M,N〉s.

Wskazówka. Najpierw pokazać t ↪e równość dla M,N ∈M2,c
T , X ∈ L2T (M), Y ∈ L2T (N).

(b) Obliczyć E
(∫ t

0 sdWs ·
∫ t
0 W

2
s dWs

)
.

2. Niech τ b ↪edzie momentem zatrzymania. Obliczyć
∫ t
0 s dWs∧τ .

3. Za lóżmy, że (Mt)t≥0 jest ci ↪ag lym martynga lem lokalnym takim, że M0 = 0 oraz
lim supt→∞ |Mt| = ∞. Definiujemy τ = inf{t : |Mt| = 5}. Wykazać, że M τ ∈ M2,c

∞ ,
EMτ = 0 oraz EM2

τ = 〈M〉τ = 25.

4. Niech Mt =
∫ t
0 e−sWsdWs. Czy granica M∞ = limt→∞Mt istnieje? W jakim

sensie? Obliczyć EM∞ oraz VarM∞.

5. Niech Mt =
∫ t
0 esWsdWs. Czy jest to martynga l czy tylko martynga l lokalny?

Obliczyć EM2
t .

6. Wyznaczyć granic ↪e (w L1)

lim
n→∞

2n−1∑
k=0

(∫ (k+1)/n

k/n
W 4
s dWs

)2

.

7. Korzystaj ↪ac ze wzoru na ca lkowanie przez czści przedstawić
∫ t
0 W

2
s dWs w postaci

nie zawieraj ↪acej ca lek stochastycznych.

8. Przez VcT oznaczamy klas ↪e procesów ci ↪ag lych, adaptowanych, których trajektorie
maj ↪a wahanie skończone na każdym przedziale [0, t] dla t ≤ T.

Niech A,B ∈ VcT . Wykazać, że

AtBt −A0B= =

∫ t

0
AsdBs +

∫ t

0
BsdAs, 0 < t < T.

W powyższym wzorze a lki s ↪a rozumiane punktowo (dla prawie każdego ω) jako ca lki
Lebesgue’a-Stieltjesa.


