Wstep do Analizy Stochastycznej 2016,/20171, X seria zadan

1. Niech X € A%(M ), t1 < ta < T, oraz niech £ bedzie dowolna zmienna losowa
Fi, —mierzalna. Pokazaé, ze wtedy X1, 4, € A%(M) oraz fff EXAM = ¢ [ XdM.
Wskazowka. Rozpatrzyé

o, = { tr gdy [£] > n,
T gdy [¢] <n.

2. Zalézmy, ze M,N € M%,. (martyngaly lokalne, ciagle). Pokazaé, ze:

a) M + N jest martyngatem lokalnym,

b) jezeli Xy jest calkowalna zmienna losowa Fy—mierzalna, to M + Xy jest mar-
tyngalem lokalnym,

c) jezeli 7 jest momentem zatrzymania, to M7 jest martyngaltem lokalnym,

d) jezeli M jest ograniczony, to M jest martyngalem,

e) jezeli M jest nieujemny oraz E|Mp| < oo, to M jest nadmartyngatem,

f) jezeli My = 0 oraz E(M); < oo dla t >0, to M € M?<,

g) istnieje taki ciag momentéw zatrzymania 7, N T, ze M™1 {rn>0} Jest martyngatem
ograniczonym,

h) jezeli istnieje ¢ € L'(Q) takie, ze |M;| < ¢ dla kazdego t, to M jest martyngatem.

3. Niech dla uproszczenia T' = oco. Wykazaé, ze My, .. = Mj = oraz /\/llocloC =
./\/l10C (tzn. wykazaé, ze jezeli istnieje taki ciag momentéw zatrzymania 7, oo, ze
M™ e M ., to réwniez M € My, ; analogicznie dla MIOC)

4. Niech M € M?¢ bedzie martyngalem ograniczonym. Wykazaé, ze
1
MdM_i( —<M)t).

5. Niech M; = [} W3dW,.

(a) Opisaé przestrzenie L2 (M) oraz A% (M).

(b) Niech X; = fo V[I, dM;,. Uzasadnié, ze proces Xjest dobrze okreslony; wyznaczy¢
wartos¢ oczekiwanag i funkcje kowariancji X.

6. Wykazaé, ze jezeli M € M%’l oe» Mo = 0 oraz 7 jest takim momentem zatrzymania,
ze E(M); < 0o, to M7 jest martyngalem.



