
Wst ↪ep do Analizy Stochastycznej 2016/2017l, X seria zadań

1. Niech X ∈ Λ2
T (M), t1 < t2 < T, oraz niech ξ b ↪edzie dowoln ↪a zmienn ↪a losow ↪a

Ft1−mierzaln ↪a. Pokazać, że wtedy ξX1(t1,t2] ∈ Λ2
T (M) oraz

∫ t2
t1
ξXdM = ξ

∫ t2
t1
XdM.

Wskazówka. Rozpatrzyć

σn =

{
t1 gdy |ξ| > n,
T gdy |ξ| ≤ n.

2. Za lóżmy, że M,N ∈Mc
T,loc (martynga ly lokalne, ci ↪ag le). Pokazać, że:

a) M +N jest martynga lem lokalnym,
b) jeżeli X0 jest ca lkowaln ↪a zmienn ↪a losow ↪a F0−mierzaln ↪a, to M + X0 jest mar-

tynga lem lokalnym,
c) jeżeli τ jest momentem zatrzymania, to M τ jest martynga lem lokalnym,
d) jeżeli M jest ograniczony, to M jest martynga lem,
e) jeżeli M jest nieujemny oraz E|M0| <∞, to M jest nadmartynga lem,
f) jeżeli M0 = 0 oraz E〈M〉t <∞ dla t ≥ 0, to M ∈M2,c,
g) istnieje taki ci ↪ag momentów zatrzymania τn ↗ T, żeM τn1{τn>0} jest martynga lem

ograniczonym,
h) jeżeli istnieje ξ ∈ L1(Ω) takie, że |Mt| ≤ ξ dla każdego t, to M jest martynga lem.

3. Niech dla uproszczenia T = ∞. Wykazać, że Mc
loc loc = Mc

loc oraz M2,c
loc loc =

M2,c
loc (tzn. wykazać, że jeżeli istnieje taki ci ↪ag momentów zatrzymania τn ↗ ∞, że

M τn ∈Mc
loc, to również M ∈Mc

loc; analogicznie dla M2,c
loc).

4. Niech M ∈M2,c b ↪edzie martynga lem ograniczonym. Wykazać, że∫ t

0
MsdMs =

1

2

(
M2
t − 〈M〉t

)
.

5. Niech Mt =
∫ t
0 W

3
s dWs.

(a) Opisać przestrzenie L2∞(M) oraz Λ2
∞(M).

(b) Niech Xt =
∫ t
0

1
Ws

dMs. Uzasadnić, że proces Xjest dobrze określony; wyznaczyć
wartość oczekiwan ↪a i funkcj ↪e kowariancji X.

6. Wykazać, że jeżeliM ∈Mc
T,loc, M0 = 0 oraz τ jest takim momentem zatrzymania,

że E〈M〉τ <∞, to M τ jest martynga lem.


