Wstep do Analizy Stochastycznej 2016/20161, I seria zadan

W ponizszych zadaniach W; oznacza ruch Browna w R, okreslonym na przestrzeni
probabilistycznej (Q, F,P).

1. Udowodnié, ze z prawdopodobienstwem 1:
(a) trajektorie W; sa nieograniczone,
(b) trajektorie Wy nie sa jednostajnie ciagle na [0, c0).

2. Wykaz, ze dla 8 > % prawie na pewno zachodzi % — 0, gdy t — o0.

3. (wazne!) Niech 0 < a < b beda dwiema ustalonymi liczbami. Rozpatrzmy ciag
podziatéw odcinka [a, b] :
o ={a=t" <t <t < < t,(c’:l) =b}.
Przez ||, || oznaczamy $rednice podziatu ,, czyli liczbe max;—g ., , (tgi)l — tz(»n)). Roz-

patrzmy
kn— 1

Sn= 3 (W = W)
i=0
Pokazaé, ze
(a) jezeli |ma|| "=7 0, to S, =7 (b—a) w L2(Q, F,P),
(b) jezeli >, ||mn|| < 00, to zachodzi zbieznos¢ prawie wszedzie.
Wskazowka do zbieinosci p.n.: skorzystaé z nieréwnosci Czebyszewa i lematu Borela-
Cantells.

4. Udowodnié¢, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera maja nieskorniczone
wahanie na kazdym skoniczonym przedziale.

5. Niech (X¢).e[o,1) bedzie procesem Wienera (na odcinku [0, 1]). Pokaza¢, ze
U =1+ t)X% — tX1 jest procesem Wienera na [0, c0).
T

6. Wykazaé, ze prawie na pewno trajektorie ruchu Browna sa nigdzie nierézniczkowalne.
Wskazowksi:

(1) Twierdzenie wystarczy udowodni¢ dla T = [0, 1].

(2) Zaobserwowad, ze jezeli f : [0,1] — R jest réznizczkowalna w punkcie ¢g € (0, 1),
to dla pewnego [ > 0 i dla s dostatecznie bliskiego ¢y zachodzi |f(to) — f(s)| < I|to — s].

(3) Dla dostatecznie duzego ng rozwazy¢ punkty postaci j/ng i wykazaé, ze jezeli f
jest rézniczkowalna w pewnym punkcie tg, to dla pewnego jg i pewnego [ bedziemy mieli
(o +1)/n0) = f(jo/no)l < 2&, 1f((Go +2)/n0) = f((Go +1)/no)| < L,
| (o + 3)/n0) = f((o +2)/no)| < L.

(4) Zalozyé, ze t — W, jest rézniczkowalna w pewnym punkcie ¢y € (0, 1), zastosowaé
obserwacje z punktu (3), a nastepnie uzy¢ niezaleznosci przyrostéw dla oszacowania
odpowiednich prawdopodobienstw.



7. Niech , bedzie ciagiem podzialéw odcinka [a, b] (jak w zadaniu 3), dla ktérego
| 7|l — 0. Wykazaé, ze ponizsze granice istnieja w L? i obliczyé je:

kn, Wt(_n) + thn)
lim S Tt
n—00 4 2
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