Wstep do Analizy Stochastycznej 2016,/20171
Zadania przygotowawcze przed kolokwium

Uwaga. We wszystkich zadaniach W; oznacza proces Wienera.

1. Czy zbiory:
A ={z e RO gup \:Ul/n|2 < 00},

n=1,2,...

Ay = {z e ROU: sup (1 - t)|m1/t|2 < o0}
te(0,1)
naleza do o—ciata B(RIU)? Czy A; N C[0,1], Ay N C[0,1] naleza do o—ciala
BRI N Cl0,1])?

2. Wykaz, ze zbior A = {w : (W, (w))n=1,2,... jest od pewnego miejsca malejacy} ma
prawdopodobienstwo zero.

3. Proces X; jest gaussowski, scentrowany, ponadto Var (X; — X,) < 2|t — s|1/3.
Wykaz, ze proces ten ma modyfikacje ciagta. Co mozna powiedzie¢ o holderowskosci jej
modyfikacji?

4. (Xy)i>0 jest procesem o ciaglych trajektoriach takim, ze X} jest martyngatem,
Xo =0, oraz limsup,_, ., | Xt| = co p.n. Niech

T,=inf{t>0: X, =a}, a€cR.

b5

Udowodnij, ze dla a,b > 0 zachodzi P (7, < 7-p) = "5

5. Proces (X;) jest calkowalny z kwadratem, scentrowany (tzn. ma $rednia zero),
o przyrostach niezaleznych. Wykaz, ze proces M; = (X? + 3X; — Var X;))i>0 jest
martyngalem wzgledem filtracji F;~.

6. Niech 7 = inf{t > 0 : |[W{| = Vt+2}. Czy 7 < 07 pn. Czy ET < c0? W
przypadku odpowiedzi twierdzacej wyznaczy¢ ET.

7. Wykaz, ze limsup,,_,, % =1pn.

8. Niech 71, 79, ... bedzie ciagiem momentéw zatrzymania wzgledem pewnej filtracji
(Ft)e>0. Wykazaé, ze:

(a) sup,, 7, jest momentem zatrzymania wzgledem (F),~,

(b) limsup,,_, . T» jest momentem zatrzymania wzgledem (Fyy) s -



9. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F}V);>o skoriczonym
p.n. Pokaz, ze dla dowolnych aq,...,ar € R oraz 0 =ty < t; < ... <t} zachodzi

s~k
E (el 2imr a(Wraty =Wray ) ‘-7:7-> = e_%zle aj(ti=ti-1) p.-n..

Wywnioskuj stad, ze (Wir — Wr)i>0 jest procesem Wienera niezaleznym od F.

9. Dany jest martyngal (X;)¢>o adaptowany do filtracji (F;)i>0. Czy (Xi)i>0 jest
martyngalem wzgledem:

(a) (Fis)izo

(b) (Ft)izo0,

(c) (0(Ft,Gt))e>0), gdzie (Gi)i>0 jest pewny filtracja niezalezng od (Fi)i>07

10. Dana jest funkcja h € L%([0,T)), T < oo. Niech X; := f(f h(s)dWs oraz Y; =
fg h?(s)ds, 0 <t < T. Wykaz, ze proces

jest martyngalem.

11. Niech X; = tWy, t > 0. Wykaz, ze (X), = Ay = 2 [; sW2ds + L3 (tzn. wykaz,
ze X} — A; jest martyngatem).

12. Niech X; = fot sin s dWy. Wyznacz E(X7 + X3)%.



