
Wst ↪ep do Analizy Stochastycznej 2016/2017l
Zadania przygotowawcze przed kolokwium

Uwaga. We wszystkich zadaniach Wt oznacza proces Wienera.

1. Czy zbiory:
A1 = {x ∈ R[0,1] : sup

n=1,2,...
|x1/n|2 <∞},

A2 = {x ∈ R[0,1] : sup
t∈(0,1)

(1− t)|x1/t|2 <∞}

należ ↪a do σ−cia la B(R[0,1])? Czy A1 ∩ C[0, 1], A2 ∩ C[0, 1] należ ↪a do σ−cia la
B(R[0,1] ∩ C[0, 1])?

2. Wykaż, że zbiór A = {ω : (Wn(ω))n=1,2,... jest od pewnego miejsca malej ↪acy} ma
prawdopodobieństwo zero.

3. Proces Xt jest gaussowski, scentrowany, ponadto Var (Xt − Xs) ≤ 2|t − s|1/3.
Wykaż, że proces ten ma modyfikacj ↪e ci ↪ag l ↪a. Co można powiedzieć o holderowskości jej
modyfikacji?

4. (Xt)t≥0 jest procesem o ci ↪ag lych trajektoriach takim, że X5
t jest martynga lem,

X0 = 0, oraz lim supt→∞ |Xt| =∞ p.n. Niech

τa = inf{t ≥ 0 : Xt = a}, a ∈ R.

Udowodnij, że dla a, b > 0 zachodzi P (τa < τ−b) = b5

a5+b5
.

5. Proces (Xt) jest ca lkowalny z kwadratem, scentrowany (tzn. ma średni ↪a zero),
o przyrostach niezależnych. Wykaż, że proces Mt = (X2

t + 3Xt − VarXt))t≥0 jest
martynga lem wzgl ↪edem filtracji FXt .

6. Niech τ = inf{t > 0 : |Wt| =
√
t+ 2}. Czy τ < ∞? p.n. Czy Eτ < ∞? W

przypadku odpowiedzi twierdz ↪acej wyznaczyć Eτ.

7. Wykaż, że lim supn→∞
Wn+1−Wn√

2 logn
= 1 p.n.

8. Niech τ1, τ2, ... b ↪edzie ci ↪agiem momentów zatrzymania wzgl ↪edem pewnej filtracji
(Ft)t≥0. Wykazać, że:

(a) supn τn jest momentem zatrzymania wzgl ↪edem (Ft)t≥0 ,
(b) lim supn→∞ τn jest momentem zatrzymania wzgl ↪edem (Ft+)t≥0 .



9. Niech τ b ↪edzie momentem zatrzymania wzgl ↪edem filtracji (FWt )t≥0 skończonym
p.n. Pokaż, że dla dowolnych a1, ..., ak ∈ R oraz 0 = t0 < t1 < ... < tk zachodzi

E
(

ei
∑k
l=1 al(Wτ+tl

−Wτ+tl−1
) |Fτ

)
= e−

1
2

∑k
l=1 a

2
l (tl−tl−1) p.n..

Wywnioskuj st ↪ad, że (Wt+τ −Wτ )t≥0 jest procesem Wienera niezależnym od Fτ .

9. Dany jest martynga l (Xt)t≥0 adaptowany do filtracji (Ft)t≥0. Czy (Xt)t≥0 jest
martynga lem wzgl ↪edem:

(a) (Ft+)t≥0,
(b) (Ft)t≥0,
(c) (σ(Ft,Gt))t≥0), gdzie (Gt)t≥0 jest pewn ↪a filtracj ↪a niezależn ↪a od (Ft)t≥0?

10. Dana jest funkcja h ∈ L2([0, T ]), T < ∞. Niech Xt :=
∫ t
0 h(s)dWs oraz Yt =∫ t

0 h
2(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. Wykaż, że proces

Mt = eXt−
1
2
Yt , 0 ≤ t ≤ T

jest martynga lem.

11. Niech Xt = tWt, t ≥ 0. Wykaż, że 〈X〉t = At = 2
∫ t
0 sW

2
s ds + 1

3 t
3 (tzn. wykaż,

że X2
t −At jest martynga lem).

12. Niech Xt =
∫ t
0 sin s dWs. Wyznacz E(X1 +X3)

4.


