RP II 2015/16, seria V
Martyngaty

1. Niech €, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie dwupunk-
towym: P(e, = 1) = p, P(e, = —1) = ¢ = 1 — p, przy czym p # 1/2. Oznaczmy

Sh,
Sn =€+ ...+ €, oraz M, = (%) . Wykazaé, ze ciag M, jest martyngatem wzgledem

filtracji (Fpn)n = (0(€1, s €n))n-

2. (X,, Fn)n=01,. jest martyngatem, natomiast Wy, n = 1,2, ... jest takim ciagiem
ograniczonych zmiennych losowych, ze W,, jest F,,_1 mierzalna, n = 1,2, ... Oznaczamy
A, =X, — X1, n=1,2,.... Wykazaé, ze ciag M, = Xg+ W1A; + ..W,A,, tworzy
martyngal wzgledem tej samej filtracji.

3. (Xn,Fn)n>o jest takim martyngalem calkowalnym z kwadratem, ze EX2 =
EXrQH-l? n=0,1,... Wykazaé, ze P(X,, = X,,41) = 1.

4. Niech €, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych Bernoulliego tzn. P(e, = 1) =
P(e, = —1) = 3.

n[LQ
alert-ten) ="~ tworzy nadmartyngal.
2

n
a) Wykazaé, ze dla dowolnego a € R ciag X,, = e
b) Wywnioskowaé stad, ze ciag Z,, = \/27” exp (%) rowniez jest nadmartyngatem.

¢) Udowodnié, ze ciag \/nslgﬁ jest prawie na pewno ograniczony.

5. Zmienne losowe Y, sa i.i.d., o rozkladzie P(Y,, = %) =P, = %) = % Pokazad,
ze My, =Y1---Y, tworzy martyngal wzgledem swej naturalnej filtracji. Pokazaé, ze jest
on zbiezny p.n., wyznaczy¢ granice. Czy jest on zbiezny w L'?

6. Udowodni¢, ze teza twierdzenia Dooba o stopowaniu (tzn. EX, = EXj) zachodzi
w przypadku, gdy (Xp, Fn)n>0 jest takim martyngalem, ze

sup E(| X, — Xp—1|| Fao1) < o0
n=1,2,...

oraz E(7) < oo.

7. Udowodnié tozsamos¢é Walda: X, — ciag niezaleznych jednakowo roztozonych
zmiennych losowych o skoficzonej wartosci oczekiwanej, F,, = o(X1, ..., X, ), 7—catkowalny
moment stopu wzgledem filtracji (Fy,)n. Wtedy E(X; + ... + X;) = E(1)E(X)).

8. X,ciag jak w zadaniu poprzednim, a dodatkowo E(X?) < oo, T—catkowalny
moment stopu. Potézmy S, = X7 + - -+ + X,,. Wykazac, ze

E(S; — 7-EX;)? = ErVar X;.



9. Rozpatrzmy symetryczne btadzenie przypadkowe po liczbach catkowitych star-
tujace z 0, tzn. Sop = 0, S, = r1 + ... + rp, gdzie (r,), jest ciagiem niezaleznych
symetrycznych zmiennych Bernoulliego. Ustalamy dwie liczby catkowite: a < 0 < b.
Niech 7 = inf{n > 0: S, = a lub S,, = b}.

a) Wyznaczy¢ P(S; = a) oraz P(S; = b).
b) Czy ET < o0? Jezeli tak, wyznaczy¢ te wartosé.

10. Rozwiazaé¢ analogiczne zadanie dla niesymetrycznego bladzenia przypadkowego
po liczbach catkowitych.

11. Rzucamy kostka tak dlugo, az wyrzucimy wszystkie oczka. Stosujac tozsamosé
Walda wyznaczy¢ wartosé oczekiwang liczby rzutow.

12. &1,&9, ... sa niezaleznymi i jednakowo rozlozonymi zmiennymi losowymi, P(§; =
1)=pe€(0,1), P(& =—1) =1—p=gq. Ustalmy r € (0,1),r # p. Niech p(1) = r, p(0) =
1—r,7(1) =p,7(0) =1—pizdefiniujmy

o) plen)
T

Pokazaé, ze X,, jest martyngatem wzgledem swojej naturalnej filtracji, zbieznym prawie

na pewno do zera.
13. Zmienne losowe X, sa niezalezne, X, ma rozklad jednostajny na [—s, 2L].
Niech S; = 0, Sp = X1 X2 + .. Xp 1 X, 1 = 2,3, 00, Fn = 0(X1, s Xn). Wykazaé, ze

(Sn, Fn) jest martyngalem zbieznym p.n.

14. Udowodni¢ ‘calkowa’ wersje nieréwnosci Dooba: jezeli (X})}!_; jest martyngalem,
p>1,to

p
Esup | Xel? < (p) E|X, [P
k<n p— 1



