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Martynga ly

1. Niech εn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie dwupunk-
towym: P(εn = 1) = p, P(εn = −1) = q = 1 − p, przy czym p 6= 1/2. Oznaczmy

Sn = ε1 + ...+ εn, oraz Mn =
(
q
p

)Sn

. Wykazać, że ci ↪ag Mn jest martynga lem wzgl ↪edem
filtracji (Fn)n = (σ(ε1, ..., εn))n.

2. (Xn,Fn)n=0,1,.. jest martynga lem, natomiast Wn, n = 1, 2, ... jest takim ci ↪agiem
ograniczonych zmiennych losowych, że Wn jest Fn−1 mierzalna, n = 1, 2, ... Oznaczamy
∆n = Xn −Xn−1, n = 1, 2, .... Wykazać, że ci ↪ag Mn = X0 + W1∆1 + ...Wn∆n tworzy
martynga l wzgl ↪edem tej samej filtracji.

3. (Xn,Fn)n≥0 jest takim martynga lem ca lkowalnym z kwadratem, że EX2
n =

EX2
n+1, n = 0, 1, ... Wykazać, że P(Xn = Xn+1) = 1.

4. Niech εn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych Bernoulliego tzn. P(εn = 1) =
P(εn = −1) = 1

2 .

a) Wykazać, że dla dowolnego a ∈ R ci ↪ag Xn = ea(ε1+....+εn)−na2

2 tworzy nadmartynga l.

b) Wywnioskować st ↪ad, że ci ↪ag Zn =
√

2π
n exp

(
S2

n
2n

)
również jest nadmartynga lem.

c) Udowodnić, że ci ↪ag Sn√
n logn

jest prawie na pewno ograniczony.

5. Zmienne losowe Yn s ↪a i.i.d., o rozk ladzie P(Yn = 1
2) = P(Yn = 3

2) = 1
2 . Pokazać,

że Mn = Y1 · · ·Yn tworzy martynga l wzgl ↪edem swej naturalnej filtracji. Pokazać, że jest
on zbieżny p.n., wyznaczyć granic ↪e. Czy jest on zbieżny w L1?

6. Udowodnić, że teza twierdzenia Dooba o stopowaniu (tzn. EXτ = EX0) zachodzi
w przypadku, gdy (Xn,Fn)n≥0 jest takim martynga lem, że

sup
n=1,2,...

E(|Xn −Xn−1| | Fn−1) <∞

oraz E(τ) <∞.

7. Udowodnić tożsamość Walda: Xn – ci ↪ag niezależnych jednakowo roz lożonych
zmiennych losowych o skończonej wartości oczekiwanej, Fn = σ(X1, ..., Xn), τ–ca lkowalny
moment stopu wzgl ↪edem filtracji (Fn)n. Wtedy E(X1 + ...+Xτ ) = E(τ)E(X1).

8. Xn–ci ↪ag jak w zadaniu poprzednim, a dodatkowo E(X2
1 ) < ∞, τ−ca lkowalny

moment stopu. Po lóżmy Sn = X1 + · · ·+Xn. Wykazać, że

E(Sτ − τ · EX1)2 = EτVarX1.



9. Rozpatrzmy symetryczne b l ↪adzenie przypadkowe po liczbach ca lkowitych star-
tuj ↪ace z 0, tzn. S0 = 0, Sn = r1 + ... + rn, gdzie (rn)n jest ci ↪agiem niezależnych
symetrycznych zmiennych Bernoulliego. Ustalamy dwie liczby ca lkowite: a < 0 < b.
Niech τ = inf{n ≥ 0 : Sn = a lub Sn = b}.
a) Wyznaczyć P(Sτ = a) oraz P(Sτ = b).
b) Czy Eτ <∞? Jeżeli tak, wyznaczyć t ↪e wartość.

10. Rozwi ↪azać analogiczne zadanie dla niesymetrycznego b l ↪adzenia przypadkowego
po liczbach ca lkowitych.

11. Rzucamy kostk ↪a tak d lugo, aż wyrzucimy wszystkie oczka. Stosuj ↪ac tożsamość
Walda wyznaczyć wartość oczekiwan ↪a liczby rzutów.

12. ξ1, ξ2, ... s ↪a niezależnymi i jednakowo roz lożonymi zmiennymi losowymi, P (ξi =
1) = p ∈ (0, 1), P (ξi = −1) = 1−p = q. Ustalmy r ∈ (0, 1), r 6= p. Niech ρ(1) = r, ρ(0) =
1− r, π(1) = p, π(0) = 1− p i zdefiniujmy

Xn =
ρ(ξ1) · · · ρ(ξn)
π(ξ1) · · ·π(ξn)

.

Pokazać, że Xn jest martynga lem wzgl ↪edem swojej naturalnej filtracji, zbieżnym prawie
na pewno do zera.

13. Zmienne losowe Xn s ↪a niezależne, Xn ma rozk lad jednostajny na [− 1
2n ,

1
2n ].

Niech S1 = 0, Sn = X1X2 + ...Xn−1Xn, n = 2, 3, ..., Fn = σ(X1, ..., Xn). Wykazać, że
(Sn,Fn) jest martynga lem zbieżnym p.n.

14. Udowodnić ‘ca lkow ↪a’ wersj ↪e nierówności Dooba: jeżeli (Xk)nk=1 jest martynga lem,
p > 1, to

E sup
k≤n
|Xk|p ≤

(
p

p− 1

)p
E|Xn|p.


