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Ciasnosé rodzin rozkladéw. Funkcje charakterystyczne.

1. Niech X,, bedzie pierwsza wspdlrzedna zmiennej losowej o rozkladzie jednostaj-
nym na kuli jednostkowej w R™. Wykazaé, ze \/nX,, zbiega wedlug rozkladu do zmiennej
losowej o rozktadzie N'(0,1).

2. Przypusémy, ze rzeczywiste zmienne losowe X, o € A speliaja warunek

sup E|X,|P < o0,
acA

dla pewnego p > 0. Wykazaé, ze rodzina rozkladéw (ux, )aca jest ciasna.

3. Jakie warunki musi speliaé¢ zbiér A,, aby rodzina rozkladéw:
a) jednostajnych na odcinku [—a,a], a € A C (0,00),
b) wykladniczych z parametrem A\, A € A C (0, 00),
c¢) Bernoulliego z parametrami n,p, n € N, p € [0, 1],
byla ciasna?

4. Niech po = N(z4,02), a € A. Wykazaé, ze rodzina miar {j,, o € A} jest ciasna
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie K > 0, Ze supge |Ta| < K, sup,eq 02 < K.

5. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczne dla rozkladéw: geometrycznego, Poissona,
wykladniczego.

6. Czy nastepujace funkcje sa funkcjami charakterystycznymi jakis rozktadéw? Jakie
to rozklady?
(a) cost, (b) cos?t, (c) 1 (1+e)? (d) LEgest (e) (2 —e)~L

7. X,Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o standardowym rozktadzie normal-
nym. Wyznaczyé funkcje charakterystyczne zmiennych losowych U = XY,V = X24+Y?2,

8. X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na (—1,1).
Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczna zmiennej losowej

Z =max(X,Y) —min(X,Y).

9. Zmienne X,Y, ¢ sa niezalezne, X i Y maja rozklad wykladniczy z parametrem A,
a € — rozktad dwupunktowy: P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. Wykazaé, ze X —Y ma taki
sam rozklad, jak zmienna losowa £X.

10. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne. Wiadomo, ze X i X 4+ Y maja rozklady
normalne. Wykazaé, ze Y tez ma rozktad normalny.

11. Zmienne losowe X1, Xo, ... sa niezalezne i jednakowo rozlozone, a niezalezna od
nich zmienna losowa N ma rozktad Poissona z parametrem A > 0. Wyznaczy¢ funkcje
charakterystyczna zmiennej losowej Y = X1 + -+ - + X (przyjmujemy, ze suma zerowej
liczby sktadnikéw jest zerem).



12. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczna dla rozktadu Cauchy’ego (tzn. rozkltadu
o gestosei g(z) = %14-1;102)'

13. Udowodni¢, Ze dla funkcji charakterystycznej ¢, nastepujace warunki sa réwnowazne:
(1) ¢, (T) =1 dla pewnego T # 0,
(2) ¢, ma okres T,
(3) rozktad u jest skupiony na zbiorze punktéw postaci 227;—]", ke€Z.
14. Udowodnié, ze jezeli ¢% (0) istnieje, to EX? < oo.
15. Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci g(z) = m Pokazaé, ze px
jest rézniczkowalna w zerze, ale E|X| = occ.
16. Wykazaé, ze dla o > 2 funkcja p(z) = e~ 171" nie jest funkcja charakterystyczna
zadnego rozktadu prawdopodobienstwa.



