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S laba zbieżność rozk ladów

1. Zmienne losowe X,X1, X2, ... s ↪a określone na wspólnej przestrzeni probabilistycz-
nej (Ω,F ,P), przy czym X jest prawie na pewno sta la (tzn. dla pewnego a mamy
P(X = a) = 1). Wykazać, że Xn → X wed lug rozk ladu wtedy i tylko wtedy, gdy
Xn → X wed lug prawdopodobieństwa.

2. µn to rozk lady dwumianowe B(n, pn), przy czym lim
n→∞

npn = λ > 0. Pokazać, że

µn zbiega s labo do rozk ladu Poissona z parametrem λ.

3. Dla n ≥ 1 rozk lady zmiennych losowych Xn s ↪a nast ↪epuj ↪ace:

P
(
Xn =

j

n

)
=

2j

n(n+ 1)
, j = 1, 2, ...., n.

Udowodnić, że ci ↪ag Xn jest zbieżny wed lug rozk ladu i wyznaczyć rozk lad graniczny.

4. Zmienne losowe X1, X2, ... s ↪a niezależne, i wszystkie maj ↪a rozk lad Cauchy’ego z
parametrem a > 0, tzn. rozk lad o g ↪estości

g(x) =
a

π(a2 + x2)
.

Udowodnić, że ci ↪ag zmiennych

Yn =
1

n
max
1≤i≤n

Xi

jest zbieżny wed lug rozk ladu do zmiennej 1
T , gdzie T ma rozk lad wyk ladniczy z pewnym

parametrem.

5. ξ1, ξ2, ... jest ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o wspólnym rozk ladzie
jednostajnym na (0, 1). Dla każdego ustalonego n > 1 ustawiamy pierwsze n zmiennych

losowych (tzn. zmienne ξ1, ..., ξn) w ci ↪ag niemalej ↪acy ξ
(n)
1 ≤ ξ

(n)
2 ≤ ... ≤ ξ

(n)
n (zmienn ↪a

losow ↪a ξ
(n)
k nazymawy k−t ↪a statystyk ↪a pozycyjn ↪a ci ↪agu ξ1, ...ξn). Zbadać zachowanie

asymptotyczne ci ↪agów zmiennych losowych ζn = n(1− ξ(n)n ) oraz ηn = n · ξ(n)k .

6. ξn, ηn — dwa ci ↪agi zmiennych losowych rzeczywistych. Pokazać, że zachodz ↪a
nast ↪epuj ↪ace implikacje:

(ξn
w.r.−→ ξ oraz |ξn − ηn| → 0) ⇒ ηn

w.r.−→ ξ;

(ξn
w.r.−→ ξ oraz ηn

w.p.−→ C) ⇒ ξn + ηn
w.r.−→ ξ + C.

7. Xn, Yn s ↪a rzeczywistymi zmiennymi losowymi określonymi na wspólnej przestrzeni
probabilistycznej. Wiadomo, że Xn → X oraz Yn → Y wed lug prawdopodobieństwa
(wed lug rozk ladu). Czy wynika st ↪ad, źe Xn +Yn → X+Y wed lug prawdopodobieństwa
(wed lug rozk ladu)?



8. Czy s laba granica miar posiadaj ↪acych g ↪estość musi posiadać g ↪estość?
Czy s laba granica rozk ladów dyskretnych musi być rozk ladem dyskretnym?

9. X1, X2, ...;X – ci ↪ag zmiennych losowych rzeczywistych posiadaj ↪acych g ↪estości
f1, f2, ...; f. Czy prawdziwe s ↪a implikacje:

(fn(x)→ f(x) prawie wsz ↪edzie) ⇒ (Xn → X wed lug rozk ladu)?
(Xn → X wed lug rozk ladu) ⇒ (fn(x)→ f(x) prawie wsz ↪edzie)?

10. [ważne!] Twierdzenie Diniego. Wykazać, że jeżeli ci ↪ag dystrybuant {Fn}
jest zbieżny punktowo do dystrybuanty ci ↪ag lej F, to zbieżność ta jest jednostajna.


