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Slaba zbieznosé rozkladow

1. Zmienne losowe X, X1, Xo, ... sa okreslone na wspdlnej przestrzeni probabilistycz-
nej (Q,F,P), przy czym X jest prawie na pewno stala (tzn. dla pewnego a mamy
P(X = a) = 1). Wykazaé, ze X,, — X wedlug rozktadu wtedy i tylko wtedy, gdy
X, — X wedlug prawdopodobienstwa.

2. puy, to rozklady dwumianowe B(n,py,), przy czym lim np, = A > 0. Pokazaé, ze
n—oo

n zbiega stabo do rozkladu Poissona z parametrem A.

3. Dla n > 1 rozklady zmiennych losowych X,, sa nastepujace:

. .
P(x,=2)=—=2__ =12 ..n
n n(n+1)

Udowodnié, ze ciag X, jest zbiezny wedlug rozkladu i wyznaczy¢ rozklad graniczny.

4. Zmienne losowe X1, Xo,... sa niezalezne, i wszystkie maja rozktad Cauchy’ego z
parametrem a > 0, tzn. rozktad o gestosci

(2) = =
)= —5—>5.
g m(a? + 22?)
Udowodnié, ze ciag zmiennych
1
Y, = — max X;
n 1<i<n

jest zbiezny wedlug rozkladu do zmiennej %, gdzie T" ma rozklad wykladniczy z pewnym
parametrem.

5. &1,&9, ... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o wspdlnym rozkladzie
jednostajnym na (0, 1). Dla kazdego ustalonego n > 1 ustawiamy pierwsze n zmiennych
losowych (tzn. zmienne &1, ...,&,) w ciag niemalejacy fin) < §§n) <. < 57@ (zmienna
losowa, flgn) nazymawy k—taq statystyka pozycyjna ciagu &1,...&,). Zbadaé zachowanie

asymptotyczne ciagéw zmiennych losowych ¢, = n(1 — fén)) oraz n, =n - §,(€n).

6. &,,m, — dwa ciagi zmiennych losowych rzeczywistych. Pokazaé, ze zachodza
nastepujace implikacje:

(gn =5 § oraz ‘gn _nn’ — O) = Mn ﬂ)ga

(én =5 € oraz gy =53 C) = &n+ i =5 €+ C.

7. X,,Y, sarzeczywistymi zmiennymi losowymi okreslonymi na wspdlnej przestrzeni
probabilistycznej. Wiadomo, ze X,, — X oraz Y,, — Y wedlug prawdopodobienistwa
(wedlug rozkladu). Czy wynika stad, ze X,, +Y,, — X +Y wedlug prawdopodobieristwa
(wedtug rozktadu)?



8. Czy slaba granica miar posiadajacych gestos¢ musi posiada¢ gestos$c?
Czy staba granica rozktadéw dyskretnych musi by¢ rozktadem dyskretnym?

9. Xy, Xs,...; X — ciag zmiennych losowych rzeczywistych posiadajacych gestosci
f1, fa, ..; f- Czy prawdziwe sa implikacje:

(fn(x) — f(z) prawie wszedzie) = (X,, — X wedlug rozkladu)?

(X, — X wedhlug rozkladu) = (f,(z) — f(x) prawie wszedzie)?

10. [wazne!] Twierdzenie Diniego. Wykazaé, ze jezeli ciag dystrybuant {F,}
jest zbiezny punktowo do dystrybuanty ciaglej F, to zbiezno$é¢ ta jest jednostajna.



