RP II 2015/16
Zadania na IV kartkowke

1. Zmienne losowe X7, Xo, ... sa niezalezne i maja wszystkie ten sam rozklad rozktad
N(0,1). Dla danego X\ # 0 znalez¢é takie liczby ap, n = 1,2, ... by ZT(LA) = M~ hylo
martyngalem.

2. Ciag (X,,) jest adaptowany do filtracji (F,,). Pokaza¢, ze jest on martyngalem
wzgledem tej filtracji wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ograniczonego momentu
zatrzymania zachodzi EX, = EXj.

3. (a) Zmienne losowe X, Xo,... sa niezalezne i kazda ma rozklad jednostajny na
[—1,1].
Wyznacz liczbe p # 0 taka, ze M,, = pel jest martyngatem.
(b) Wykaz ze M, jest zbiezny p.n. i ze granica musi by¢ réwna zeru p.n.
(c) Czy martyngat M,, jest jednostajnie catkowalny? Czy jest on zbiezny w L'?

4. Niech Xy, Xo, ... beda niezalezne, o wspélnym rozkladzie P(Xy = 1) = P(X; =
1) =g 7=inf{n >1: X1 +...+ X,, > 2}. Dla p € (0,1) wyznaczyé Ep". Wskazdwka.
Skorzystaé z punktu (a) zadania 3, zaadaptowanego do biezqcego przypadku, a potem z
twierdzenia Dooba o stopowaniu.

X1+---+X'n)

5. X,,Y, — dwa ciagi nieujemnych catkowalnych zmiennych losowych adaptowane
do filtracji (F),, przy czym > Y, < 400 p.n. Wiadomo, ze

E[X 41| Fn] < (1+ Yp) X

Udowodnij, ze ciag X, jest zbiezny p.n. do granicy skonczonej.

6. Niech X} beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktadniczym z
parametrem 1. Niech N, = sup{k > 1: X1 + ... + X} < m} (przyjmujemy sup () = 0).
Pokazaé, ze N, = Ny, —m jest martyngalem oraz EN,, = 0.

7. Prawdopodobienistwa przejécia dla taricucha Markowa na Z dane sa przez:
pox =3 dlak=0,1,-1,
Pkk—1 = ¢, Prk+1 =p dla k < -1,
Pkk—1=D,Prk+1 =qdlak >1,
p € (0,1), p+ g = 1. Wykaz, ze jest to taiicuch nieprzywiedlny. Dla jakich p jest on
powracalny?

8. X, jest btadzeniem losowym (symetrycznym) na liczbach catkowitych. Czy (a)
Y, = X, +3, (b) Z, = X2, (c) U, = X,(mod) 3 (reszta z dzielenia X,, przez 3), (d)
Vi = X5, + X1 sa tanncuchami Markowa? W przypadku odpowiedzi twierdzacej prosze
poda¢ macierz przejscia.

9. Wykaz, ze kazdy tanicuch Markowa o skoriczonej przestrzeni stanéw ma przynaj-
mniej 1 stan powracajacy.

10. Rzucamy symetryczng moneta do momentu uzyskania (a) 4 orléw, (b) serii 4
ortéw pod rzad. Jaka jest wartos¢ oczekiwana wykonanej iloéci rzutéw?



11. M, jest martyngalem przyjmujacym tylko dwie wartosci: 01 1. Pokaza¢, ze M,
jest laricuchem Markowa i znalezé jego macierz przejscia.



