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Zadania na drug ↪a kartkówk ↪e

1. Niech Tn b ↪edzie czasem oczekiwania na pierwszy sukces w schemacie Bernoulliego
z parametrem pn, pn ∈ (0, 1) (jeżeli pierwszy sukces pojawi l si ↪e w i-tym doświadczeniu,
to k ladziemy Tn = i). Przypuśćmy ponadto, że pn

n→∞−→ 0 w taki sposób, że
n · pn → α > 0. Wyznaczyć asymptotyczny rozk lad zmiennych losowych Sn = Tn

n .

2. Czy prawdziwa jest nast ↪epuj ↪aca implikacja:

{ξn → ξ w/g rozk ladu , ηn → η w/g prawd.} ⇒ {ξn · ηn → ξ · η w/g rozk ladu}?

3. Niech Xn b ↪edzie dowolnym ci ↪agiem zmiennych losowych. Dobrać taki ci ↪ag nieze-
rowych liczb an, żeby anXn d ↪aży lo wed lug rozk ladu do zera.

4. ξ1, ξ2, ... jest ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o wspólnym rozk ladzie
jednostajnym na (0, 1). Dla każdego ustalonego n > 1 ustawiamy pierwsze n zmien-

nych losowych (tzn. zmienne ξ1, ..., ξn) w ci ↪ag niemalej ↪acy ξ
(n)
1 ≤ ξ

(n)
2 ≤ ... ≤ ξ

(n)
n

(zmienn ↪a losow ↪a ξ
(n)
k nazymawy k−t ↪a statystyk ↪a pozycyjn ↪a ci ↪agu ξ1, ...ξn). Zbadać za-

chowanie asymptotyczne (tzn. zbieżność wedug rozk ladu) ci ↪agów zmiennych losowych

ζn = n(1− ξ(n)n ) oraz ηn = n · ξ(n)k .

5. (a) Niech µα b ↪edzie rozk ladem jednostajnym na [0, aα] (wszystkie aα s ↪a dodatnie).
Udowodnić, że rodzina {µα} jest ciasna wtedy i tylko wtedy, gdy supα aα <∞.

(b) Niech µλ b ↪edzie rozk ladem wyk ladniczym z parametrem λ ∈ Λ ⊂ (0,∞).
Wyznaczyć warunki konieczne i dostateczne na to, by rodzina {µλ : λ ∈ Λ} by la ciasna.

6. Wyznaczyć rozk lady (lub uzasadnić, że nie istniej ↪a) o nast ↪epuj ↪acych funkcjach
charakterystycznych:
(a) φ(t) = sin t

t ,

(b) φ(t) = e−t
2

cos t,
(c) φ(t) = 1

1−it .

7. Zmienne losowe X1, X2, ... s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad jednostajny na [−1, 1].
Niech τ = inf{n : Xn ≥ 0}. Wyznaczyć funkcj ↪e charakterystyczn ↪a zmiennej Xτ .

8. Zmienna losowa X ma rozk lad jednostajny na (−1, 1). Czy istnieje zmienna Y,
niezależna od niej i taka, że X + Y ∼ 2Y ?


